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 HAT HESFT WISKUNDE MuT OLIE Th MAKN? |

e ingenleur stelde mij als student het volgende probleem:

darmtegeleliding in een koperen hollen cylinder.
Binnenteamperatuur T, oulten Tj,

T = = .
o” voor ¢ Te) '?)T ) | aa.T , "bT
S aLr L 2L

In de meeste boeken over differentiaalvergelijkingen staat geen metho-
de om dit probleem op te lossen. Boeken als diemann-weber en Courante
Hilbert kende ik niet. '

Het is noodig, de studenten de weg near deze werken te wijzen. Bij de
B.P.M, werden wij herhaaldelijk wvoor dergeli*kﬁbproblemen gesteld.

Schets oplossing: T- -T; *Zﬁk fh Q’...a.

waarin T, de van t onafhankelijke oplossihg, die na onelndig lange tijd
bereikt wordt; de&zijn de sligenfuncties van het probleem

P 1 SP LA o oot 4z ¢ etz R
LE 4+ L +Ay=0 = =
24 1 b ? 7} ’

Deze zijn Besselsche functies, in 't geval van een vlakke plaat gewone

sinus.functies. De coéfficienten € wmoeten zoo bepaald worilen, dat aan
de beginvoorwaarde '7“.m'§£;¢ , :
- F e —

P , |
veldaan is. Dus een probleem van Fgurierreeksen:Ontwikkeling ven willekeous
rige functies naar eigenfuncties. Uok voor de gquantenmechanica uiterst
belangriik.
Olieproblemen. Indeling: 1. Olie-exploratie
2. Ulieproductie
3. Olieverwerking
Gravimetrische, magnetische en seismische methoden,
‘De gelsmlek berust geheel op de meetkundige optica. wen kunstmatige
i aardbeving wordt verwekt en uit de tijden van aankomst van de terugge-
kaatste en gebroken golven besluit men, hoe diep de aardlagen liggen.
Moeilijk probleem: Berekening van de energle der verschillende soerten
teru;gekaatste sn gebroken golven. '
Methoden door Sommerfeld, Weyl, Nlesen en wan der Pol voor radiogelven
ultgewerkty,door Cagniard en anderen op seismische golven overgebracht.

2. Ulieproductie : S ‘
moet men de gaten wijd uit elkaur of dichter bij elkaar boren? Moet
men langzaam aftsppen of snel? Oplossing alleen theoretisch mogelijk door
studie van vloceistof- en gasstroming door pereuze lagen. Niet-lineaire
differentiaalvergelijking. Benadering door differentievergelljking. Moei-
11ijkheden bi) 'de benadering en hoe ze overwonnen werden. '

3. Qlieverwerking. | , S
i vestillatie en chemische verwerking. In het laberatorium in Amster-
dam werken honderden chemici en tientallen physici en biologen (insecten-
' dodende middelen). aAllen zitten wel eens met wiskundige problemen.

. Technische problemen: wWarmtegeleiding, autematische regeling. -
 Hoe kan 1k ecn storing van temperatuur of druk in de kortst mogelijke
. tijd tot nul reduceeren? Begrippen: responsie van regelaar, responsie | -

" wan bedrijf. Hulpmiddel: Laplacetransformatie (Operatorenrekening).
armtegeleiding bij smeerolie leidie tot niet-lineaire integraalvergeli]-
ing. . SR T R e ST el



Ghemlsche problemen, vooral phyelsche chemle.

i
teactieverloon, w&rmxenmawixkeigpf‘ vamhl“uwiﬂ;*uuﬁuyw vy Lurbulentle.
e

£luid_cutelypbproplesy gaf aanlslding tot de vraag: st usntal
wyde bollen volgens toeval 1 e:n imim%; verdee ld ~**n§ @il W&lmm Benioms
wlingen 2ilja den Jde alfatenden tusschen naburige deeltbjes ouderrhevig?
roblemen van de statisblsene wechuanics van gassen an vamei,toffun Mangen
lermee sanmen.

Problemen vapn mathematlsche statistiek.’ ) :
‘ursug hierover gehouden in amnsterdam, groote b”laﬂgQTel. ing bij physici
:n biciogen, Foutentheorie van Gauss, met noderne Engelzche verfljningen
ran Student en Fisher. Ldking van instrumenten. Theoris van kleine en
rroote steskproeven: aan wellke toavsllizs grhgmmh¢in&en zljn dexe onder=
wyig? dortaliteitskroomen ven ingsntendodende mi ddeleny hoe deze 200
wuwkeurlyg mogelijk te bepulen. ‘ ’
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' De hoofdopeove vau de drasgviurthesrie boatauwt uvil het viststellen
m d¢ aervdynenischs - 4.1 door de luchtstroomingen wverxocrzaakte -
ohtven, dio werkem oy eon door lucht op uls ge even fo “wochouven -
%l jze voortbevogen vilegtulgvleugel van ovencens gegeven VOXTl. Deze
provisoriache prodleemstelling houdt nlet alles in wat voor den vllieg- "
Pulgeonstructour ten canzien van de serodynurica van den viscugel vam :
bedang is. sen vlile,tulg besteat behulve ult een vieural teveus uit
' rony en motoren not schroaven en apdere ondoydeelen. Deze belo-
vlooden de strooming om het gehesl, zoodat men, ook tuoncer men <lleen
let 0p do luchtkrachten dis op den vleugel zdlf werken, lots wunders
krljgt wenneer men sen "vlaurel-alleen®™ deor de luchb voortbeweegt, dan
wel een vlieugel, gocomdleteerd met cen romp, motoren, schrceven, 8nzZ.
In de practijx onderzoekt men cchter met nesr of minder recht en succes
de vijziginpen, dle médbevogen, niet tot den eigenlijken viaurel bshooren-
de onderdeeien in de op den vieugel warkends luchtxracnten vervorzshen, |
afzonderlijk. De hierin verveite vrascstukken vormen hot z.g. interferern-~
tiaprobleen, woorssn wij hier geen acndacht zullen besteder. Wif ver-
ondarstellon deraalve veor het vervols, ddt wi] inderdsad titsluitend
et sen vilestulgvleupel te dosn hebben.

sen tueode complicatie kam in de "lucht" scmilen. In de atomosfeex
‘zunnen nl. atrooningew optreden, ¢ie o» zichzelf niets mot den vlougel
ta molien Boblon, V. "OBIOgeidesige™ Noriseatole of vozlloslr  cimdon.
213} veroorzazen "remousstooten® op deu vlisugel en vormen ecn ultvoerig,
doch eveneens grootendeels afzondorlljk onderzocut, nevenverschillusel.
Dok ait zullen vij niet ususnijden, zoodat wlj de probloaristelling
in dien zin zullen precisecren, dat vordt verondersteld det in de lucht
voordoor de vleugel wordt voortbewocsn géén stroomipgen ortveden, dle
niet direct door deze gebeurtenis zelve wordem vervorzauht. Wi
onderstellen m.8.w., dat de atiosfeer op zichzelf volmeakt iustig ls.

o

2 Grondslagen der nmothematische fomuleeTring.

21 Het draogvlok.

Hoewel ledereen vel weet, hoe cen vlilegtuigvlougel er ~ngeveer
uit ziet, 1ijkt het roed enkele kcrukteristleke punten van onventioneele
vieugels even san t2 stippen.

In technische termen is ecn vlilegtuipgvlicugel een weexr of mindex
dikke, nagenceg vlakks pluat, dle er im bovensanzicht ongeveor ovoreeu-
xomstig fig.1l uit ziet (2 voorbeeldon).
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: fig.1
Do dvarsdoorsnede, d.i. het "profiel™, heeft in principe den vorn vun
fig.?2 (ovenmeens 2 voorbeclden). tot dit bocreft 2ijn ochter conrlica~
ties van het ip fig.3 goschetste tyue

1ix on van zeer vezenlilk

' Dehalve in het geval wvun vleugoelgystenon, b.v. tweedekkers, dle men
dikvijle nlet in ondordecclen scheidl, doch direct, met wlsselwerking
en al, onderzoekb.



ang. Ds achterrand van hot drasgvlalt is irmer scn "schorpo Tand".
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fig.3 fie 4

Karakteristiek zijn
84 overeeuk. fig.l: sen groote “slankheid®, d.i. de verl.ouding

R RLHILte 521 (orde v.groottet 10).

b oversenk. Ti;.2: con goede “straanlijnvorm“ en beperite ver-

l’ hovding ﬁigggzt” dikte {orde v.grootian 15 ; |

¢ (oventueel) overeenmk. fig.3 kleins, de atraomli;nvornzﬁat
srnstlg bedorvende roerboeken. Dez a roerhosken behooven niet
noodzskell jk constant te zijn.

Voor de wljze van voortbowegen 1s voorts karakterist:ek, dat

4 oversenk. fig.4 de resultcerende voortbeveglugsrichting een
kleinen (niet moodzukelijk constanten) hook maakt net. de "lange
protiel-assen”., Dsarsmboven zullen ¥11 esnneren, dat zij in
het syrmotrievliak valt (hetgeen niet noodzekelijk het peval isy
nen kan het dracgwvlak "schecef"™ dcor de lucht voortbovegsun).

15 Verder kunnen eeon goringe V-vorm en ecen kleine "“wrong" aanvezlg
zljn.

82 Do strooncmde lucht.

In de theorctischo physlee wordt op grondalsg ven de kinetiache
"gustheoria aangetoond, dat nep een && s Voor wut betreflt de nmechanica
van zljn strmomingstaestnudeut kup opvetten ols een “"samendiukbere
visceuse vliceistof". Derhelve luidt de beverlngsverolilking van een

vlicelstofelenentje mat hat volume r
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De rechte T 's in den apar&to?;ég Auiden erop, dat men blj let bepalen
vau dei ufegelelde dén zolfde vloelstoféseltte in zil)u beveglng moot
volgen en dus nlel op déa vaust punt von hot veld noat lattor.

Uit (1) volgt op bekende wijzo de differaeutiaxlvercell king
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Dacrnovens geldt de continulteltsverceliking
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De vergelijking (2) is eon vectorvergelijkineg en sequivalen'. mot

3 scalaire vergeliikincen. Tezumen wot de scaluire vergali%ﬁ n% (3)

hebber wii dus nu 4 vorgelilkinsen voor de vijf onbekende functie
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~ onderstollen

: o T &b&l'&?ﬁx" ,
< Henen wij mm asp dat de cuamprescies en expansies _
d00r *net, groots snelheid” voortbowogen dreagvlek 286 snel

‘ varloopen,
fiat het ] | Proces der wainmtegeleiding geen gelegenheid kxijgb,
de witslu goor dege conpressies en ewmﬁfaiw veroorgeakt e wi'«- '

oD tenperatunrvariaties te beilnviooden (hetgeen inhoudt

det wlj aonpemen miet met eem vorhjt drasgvlak te dosn te hebben, .
zooals bij koslingsproblemen het geval zou kunnen zijn), dan ken als
vijfde vergelljking de wet der sdlsbatische tcestendsversnderingen

#
ﬁ (e o .
YR &?: } R ow .é!: w gual. wel Joord wrttasbgo, )

aienst doen. Voor a4 em ¢, kunpen de druk, resp. dichtheid worden ge-

nomen in eem vast veldpunt op grooten afstsnd wan hot drascviak (d.i.
in een punt vuar geen merkbare stroonins cptresdt). '

BiJ het thaus conplete stel differvmiiecalvercelijkingen belicoren
rondveorveardsn. Heze scarijven voor, dat sau do randen van hot veld,
dat is ocan het opperviak wan het druscvlek (het weld strekt zioh buiten
het dreagviek in het aslgeneen alzijdig tot in het oneinpdige uit),

V=0 V“'“:P‘ . ‘&)
De eersta voorwasarde ls ven physisoh stemdpunt evident. De tweodo gooft
ecen Lekende elgonschap der viscouse, d.1. devepde, vioelstoffon weor.

2% Ben vluchtige blik op do voveanverwlde gropdvergell jlidnpen der
aerodynanica is reeds voldoende om tot do overtulrine te goeroken, dat
het hierdoor in zijn elgorecnsten voim gefommulearde mothenatische
vraa-atuk afzichtelijk gecoripliceerd is. De ver_elijizingen zljn nl.
niet linealy en van hooge orde. Het is direct duldslijk dat, zou nen
vier onbeksnden ~ bv. ¥, %, % en 7 - elinineeren, nen esn onduld-~

baur gecomplicoerde niet lineaire partieele dirfercatisclverpeli Jking
voor de vijfde onbekonde - dem drxuk - zou overhouden.

dar

Do wiscositelt van lucht is zesr klein. Eierin ligt een ultnoodiging
opgesloten, huar ter versonvoudising vun onze al te gecompliceerds
grondvergell Jjkihgon geheel te verxrwaocrloozen, d.1. de lucht dcor een
"ideele" vloeistof te representeeren. snkasls concequenties liomt men
genaickeli Jk op het spoor, wamneer men uitgsat vus het in fip.5 weor-

"B even %ualitatiave beeld van hot strooninc~sveld o eon drsagvlok

3 Vo rvaarliooz in

(gezien in een not hot dracsvliak rmebevesgend besclhrl jvingsstelsel). Cas
I o phyasisch govoel bavestigt de
e T T e veleondo beschri jvings
T e T : Tepgovoles van zijn kleins
- ﬂwfw“fbéﬁﬁﬂﬁﬁﬁfwwmw““ dikto, joeden stroonlijnvorn
— «"“""j,.ww“”":"'_« en eoelpen “invalghoek® bmn.%t;
wjj;wwwjjlnwww””” o Let draopoviak mosr een relatief
T T e kloeine "atoring® tewseg in de

fig > one indige parallelstrooning,
: dic ponien wanult bet dresgvlak
buiten haet dransgvliaek heerscht. Desalniottenin noet achter tengcevolgo
van ds lleine viscositelt de tunpeutieole stroomsnclheld can het dreng-
viaxopparviak nul ziin. In het "ideale vieelstofcevel®™ is dat nlct zoo,
vent de betreffende randvoorwvaerde vervslt veoor ideale vicolstoiten-
Dorhalve moct er direct aan hot dreag-pprerviak ultijd eon dun huidjle
viocistof som to wijzen zijn, wearblopen de strooning bi) een op
"{doala" vlcelstof gecbaseerde bohandeling incorrect wvordt weorgegoven.
in dit leogjo noomt de etroonsnolheid “in verkelijkheid® van nul tot
de "proote stioomsnelheid buiten den viaucel™ toe. Ilet drasgt de nsans

"gronslaap”.



ﬂ&k?iﬁﬁuﬁiﬁaiﬁ‘véxiéﬁigr#@ﬁ&&uxlwﬁmanﬁ.kanfﬁﬁﬁ dus slschts hopen,
85 beeld van de stroaming m cen dreagviek te veriri jeen dat de works-
1jiheid buiten de grepmsisag bevredigend benadert, Fi sl

*‘;fwf’:*

' en maakt nen gabrulk van de {dentitelt (hot  toeken definisere hat
© veotorisch product) :
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dan neent . de beweglngovorselljking den voor hot weilvole xest geschilkten
voTm ¥ 2 W mg L
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aan. De vorgelljkingen (3) en (4) Llijven onveranderd bestnan, de
sandvoorvazrde bepervkt zich tot

" PRI W] ,’“\ ;’ i
asn het oppervlak van het draggviok.
In everoenstorming nat de beperking der randgesgovens 1s het stelsel
(6}, (3), (4} vau lagere ords dan het oorapronlkelijke. DLt maakt de
- verificatie van de vorwachtimy, dat do oploraingen van (G), (3), (4).(7)
linfcten voor » - 7 zullen zijn vun de oploscingen ven hot ;telaei
(4), {5) tot een mathenmatiseh hoogst gzeomplicecrd probleim. Het desbe-
treffende onderzoek is nog ni-mer in bevredigendan vorn uitgevoord.
Naar alle waarschijnlijkheid zou men in het geval van do :trooning on
een draceviek vinden, dat de genoende vertachting oclleen bewvestind
wordt , als asm do oplosringen van het peraduceerde stelse.. esn belang-
rijke, later ultvoerlg te besprelen nevenvcorwaurde vords oogologd’

25 WiJ leggsn in de strooning een volkonen rekbaar enm bulrbasr lusie
st door de strooning wordt neegevoerd (“dat altijd uit d:zelfde vlmeﬁw
stofdeelt jes bestast™) en berelkenen (recnte 7 's wogens me:voeren!)

-, - [ sf [—

; z“w,:jw 18T e Feer

"

- LA va e & TLE s
Voae - B
e o *u cha :f’&‘ T :”f...: i [ (]
Pk Ve ewe L3 CYLloas by o0
o sy AR s vant ;. 3 ¥V Is een condulgire veldfumct®
. e 20 de integratlekroruie is esr gesloton 1iin.
e 4 Dit ie de fundenentecle "elr ulatiestelling®™
ped der {doale vlicelstoffens in «lle negstroouen~

o —. lussen 1s de circulatio .7 < constant,
in het bilzonder gul als 21) eens nul vwos. Deze "eonsorveoringsvet® is
goldliwaariis net™de wervelatellingen van Helrholtz. Het rerband volgt
dirsct uit de Tormule

pa.r de luchtdaeltjes ver voor den bavegendeon vicugel in wust z1iip on
4o votatis aldaar dus acnvankolljk zeer pui is, moet zi) dat bi! hot
bem- . rep van den-vleugel ook blijven, Derhalve is het doo* sen vavspend
drasgyvlok voortgebrechte otrocninpsveld - afpezicn van de grenclonst -
dus revatievely.

4 Een i-tatlevri je vector non ulvt aon potentiueal veorden afpeleid.
Subgtltices dus in (6)
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- Het Is duidslijls dat de hierbovap bereikos veresnvoudlslng des
“2ﬁwﬁvgeliiu”ngPA rehﬁs zeer oanzilenlijk is. Nilet alleecn lis% édn
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whal be bﬁﬂNLen functies ven viJf tot drle g <, ¢ ) worden
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o B ; . i : -
%2 3 Men voronderstells dat het tru ninr*vmia in zijr sehoeei sbatlonnair
18, dowe.z. d8v er geen secundalrve beue. Jugz wan het drongvlak 1 s doch dat
i

a
dit onbowerslijk in ﬁe op zichzelf ctutionnaire naral

1Y
J
elstrocming 1s op=
" essteld. | | e it
< Dan wordt (10} : ‘ ' Lo
& to-
. 4 . ‘
O i F{vg) - 7 {43}
en (113
: . . N PP+
L VE o2 Ll A - {2 (19)
 VYerdsr gast (3) over in
: | . .
0 = dwleVjx ¢dw? « (V.v)g = plyp + (Fp) 7¢ (),
. Uit (4) voigt '
: ‘ ' d - ‘. d\? ., F-] P . ¢ R
| \ ._ - _z-.- F= ~, _@.... > n7+ M aiw(; . ;‘," ; o eg t? = EL 7 Ay .
gﬁhetgean via {13} in {15) pecubsy itueer& ps decliny door tct de ulthkomst

dp— o (P} TivEY x o : 1773

[

tgeschreven verdt dit

. R 2 ) %
Pa f. By - Py
’ X/ (i—- =3 ;o @yy 5\’. % ) - {: = !,f
. - P @ by, 42}
i wgﬁmﬁafn_zgx,%;.wz¢w.%f.,gz {17,

L lien vnronderstella, dat het stroomingsveld Ttuesdinenslonesl™ is, 4 WoZo
~ dat de veldfuncties ¥ s £ 5 enzg glechts van twee coordinaten afhangen.
. Het draarsvliak wordt dan onverwi delijk een cylindrisch lichaznm, dat zich
in "spanvi jdterichting® naar waerszijﬁen tot in het oneindirce ultstrekt.
In dezs situatie bil jft de moreiijiheld behouden, den inviosd ven het
draagvlakproiiéel te onderzoeken. Tengevolge van de grcote slsukheid van
onventionezls drausgvlaklien behouden de resultaten nl. ook vcor werkell jke
Grasgvlckken binnen benaslde srenzen hun zeldigheid.
T Is het stroofinnsveld tovendien "stationnair® dan neent de v»rba’ij
ﬁgﬁ;) den vorn

N . . l{)\"'
div(eT) = o 2B L 2 I
o | =9 = e =5 X

aan, waaruits volgt dat men het veld in dit geval do&r teriiddeling wan de
fcrﬁules . ‘

. L 2 ¥ _ e
QP&:';; 3* ¥ ??;rng»‘; {784

/
¢ u¢+ gen btro omfunctie kan alleiden. Voor deze s rnoufunctie kan men
;:naar smalogie met (17} een differentlucivercelijking sileider, die er
ale volgt uitziet

A N T (20

s s T N ‘
! o ¥ fyv; f ii_‘}" E (;,, 'a"

Yax A gm0 r

’f?ﬁlﬁ 11jxt hocl veel oy de arf erentlahlverweli wing der ¢in1xaalcppervlagk

K“%{rf-z )1:- -ZJ

}(,,zs‘,"j&zw z, e, = O - {2,




strooningstoestanden ( V* < ¢* ) een goheel andere structuur :al bezitten
dan de aerodynamica der supersono stroonin:stoestanden »*.- c* em teveas
dat zeer bl jzonders noeili jkheden te vorvachten zijn, als eoci stroonings=-
veld zoowsl subsone 31ls suporsone gebieden bevat. Lok de volledige vor-

g€elljking (17) ie vun hot elliptische dan wel hyperbolische 4ype, 8l
paar 7 <c* of > ot is.

£ Men verondorstelle, dat de snelheldsveranderingen, die het drasgviok
in de stutlonnaire parallelstrooning tot stand brengt, zeer klein bli jven

vergelekon bl] de snelheid van deze strooning zelve. let kost reen nocite,
aan de hand van fig. 7 te raden, dat

I doze woronderstelling - mc_»ral bij een
P et e e e zeer dup lraugvlak - voor snlle punten
WWW” van het strooningsveld zal ongaan, vel-
FL e . licht met uitzondering vun de directe
- ongoeving ven den vleugelneus. Ziem wij
».Wm &« 'O van deze luatste complicatie even af,
" den is dus, als
g Vs U.-vw , (U censt) (az2)

Porat gesteld,
17l <« 17y . (23)
Hot is evident, dut mon onder de gepeven oustandigheden tevens ken aanp~

nemen, dat de storingen van dyux en dichtheid klein blijven vergeleken
bi} de ongostoords waurden van die groothoden. wtelt nen derhalve

P“"M"Jp 2 {?::?nw-éf (o)
dan is

18pt 0o  ldple o, - (45
Substituteert men nu de uitdru:iingen (22} en (24) in (2)(men "=0) on (3),
en verwaurloost meu alle termen, die op gfond van de sohattiigen (23)

en (25) kl:in von de tweede orde zijn, dan blijft over (de wuctor ¥ 1is
naar richting en grootte constant)

¥+{5,v)0' «»J_&?Jp =0 %24»9,;%7*34?5‘?:0 (26)
Dasr wolgens (4)
‘ Sp=zctde ; o'z = %ﬂ 4

is, kan men voor de treede vergelil jking ook sghri Jven

L, g dw T - .1.%& V.edp =0 (2 )

Differenticert nen dit ‘near den tijd, cen past men op de eersic wvergelij-
king (26) ds operatie "div" toe, dan krijgen we

$ L‘bz('):aﬂ D . o ¢ el a -

G GarextTralgile=e
v 2F 7o e el =

diy 5= r davr (U, 0fF =+ % dovr p&p = 0

Hieruit kunnen de termen div gf: - é%.aiv ¥ worden geelinineerd Deex
divr= 4 18, kont er ¢

t e * - o
Jc} ;%%2- - f o .é;* v V%?-’ - QAW (U FI¥ = ©

Daar echter _ B ~ ,
e A (U 7}V = U. V¥,

i;_‘,fia, kan nen ds snelheid 7 met behulp van (27) gehsel laten vordwijnen,
- hetgeen oplevert

, 7 J; ¢ g v‘ {4
2p - HT.¢ %E‘i N QV.M&M&}@‘ 8

A
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alre notatie wordi dut, ols Ao vecvor - longs de X
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- e g - . ;
= . Y 8 aznt br T
k) g wd ? S G

Dit i& asa &iﬁgi&xe pﬁxi*@wle aiffsrentisalvergeil iilng, betpson de ver-
dera wiskunlise vehavdeling uiter.ate verrp: az-elijkt. |

Stel in deze vorpelljking 7 eens nul. lcewel dat in felte nict LOCOTe
loofd is, ondat de relaties (23) dan onkoudbear vordsu, is het rosultsat
desalniettenin correct, vant men krijgt

Ly ¢y
A Ep P 130,

ol - A i oo
o oLr ’

an dit 1s de beuende rolfvorgelitkine, de crondvorgsli king dorx uitotra-
ln~everscuiinselen. Inderdaad stelt de uitbrelding von kKlelue druksio-
rimg&u in sonwvankelljk stilstaunde luciit hoet g@lhi&QVLﬂrtPi&&vaAMVWw”
schl’psel voor, dat door eem net (30) nreccles overeenlkamend: verge il il
wordt btehesrscht. Deze overve_ingen wekken het vernoeden, dat ds vergo-
lijxing (29) z81f het &&Lui&q%rﬁlXHWWV@IWChiJAQQE Zal weerg:ven, bety
ken op een met de snelheld ¥ translateorond codrdl natenstelsel, Het 1s
schter bolend, dot de leaV@Iﬁmi‘}“iﬁg (5C) taknuuver de transfomuatio
op dexgelijke codrdinsten lovuriount is, indien mon hesr nlet aan de
twd-ingen

y . B N PEER T
H£om F VA ) o I Xk, o o y ) P

doeh aan de worents trapsforoaties

iy { %y b
Cha X {3

dir sypecicle rﬁkmtiVit itstheorie ontleend, hetgeen daarop wsaxkomt dat
jate) of “xm@ G213 m»Tﬁﬁqz”fﬁntTLFMRQ invoexrt en ecn trunsfosnwtle von 49
ti ﬁv&?l&%@&ﬁ* Ingerdand lesrt goen koerte hexlelding, dat de vorrelljiling
~“t§ pa transformutlis van do varietelon velpens het uit (31) en gf?}
voorivioeisnd voorschrift

S e
. o . . <A 33!
o o ,‘; ;} & % Iy M‘,{g o E
J
overgast In
D
T o o
- ...,M,.,i} .- W oD = O . {340

Pe traasformatio (%3) 1= allesn brulxbrer als
7w 0

is., d.v.z. "voor subsone vilegsoclieden®. Voor supersone so2lheden hont

s
nen vie de ;iﬂuu}ﬁnﬂﬁgkﬂ
P e ,@s x
- . {";‘_ - LI LA ?:“‘ . PV - o ..
e - }i{i:\} . ;g e ?1 2w T > L f.?r 1
terooht vij de verpelljking
, R f}rz e'sp  RM5p * 83&&& ® O
g‘xﬁ do stroonlpg st gtiannair dan v&rawnvauéigt {29) tot
e @ Ne RLTY
i 2: ‘”‘ éﬁa N LR R - ‘w‘ﬁ
Lo R ) e T TEys T Y = 0

‘@8n verpeli Jking ate natuurlijkx weér elliptisch in het ﬁnbanas mn\hyﬁaﬁw
jolisch in het supersone geval is. .at dlt bﬂtraft 1a taau@ ds “hﬂ@ﬁ&w
an@khaiﬁ“!f de bualiaﬂﬁnﬁﬁ grootbeld. ,



nader onderzoek leert, d&t men op besis van 48 hicrbovon afpe-
de verpelijkingen, ondanks het beoateen van het im fig.7 bvedoelde- :
ine "uftzonderiugsgebied”, benadorimgsoplossingen voor bet stroonings~
4 on esn dresgvlak kan berekonea, die in velorlel opzicht zeer bevre-.
wond oo aulleszins bruilkbaar zijn. o
. m Len veronderstelle, dat het gecorloofd 1is de in het alge.een Xleine
a“g&k@aaﬂmmting van het drassvlak gehecl te vermamurloozen. Vervolmens vel-
- vange men het randvoorschrift, dat op het opperviakx vap het thans plaal-
 vomaige drasgvlax zdlve betrekking heeft, door eon ansalocg randvoorsehrift,
- verbonden ean de projectie van het drasgvlax op het XY-vlal, woarede

het Li.v.n. de vercnderstelde kleinheid der secundaire beve ing (ron denke
aan een trilling) geacht kan worden bij voortduring nacenoeg sanen te
vallen. Het systeern wvoan de nleuve (thans in de riehting var de Z-as vullen-
de:i) nomaulsnalheden wordt o.tleend aann de door Tig. toegelichte be-~
- treiking ~ '

bz s P E AR AV RSN (33
g ‘WZ‘;*{QA‘,}!,K} """"""" "“‘MM“MW? ‘«‘sv&?f )« W SO AU A g’{{) £ e YO T
% I = aUr,owg ) WRATAD Zpr, noss QR SR oVl

» o Y gL ] P Y

. diy) I L e functie is, die via
[OPRRNIS S - vt s oo
o o
byl 4 &z Zylx, o v}

den vorm, positie em secundaire bewsgipg vau Let plect-dracgvivi geelt.
Deze functie is slleen bilnnen de vernelde projectie~{iguur van het XY-viak
redafinieonrd.

Do betrekking (%) bvovat bemadoringen, die gelijkwaardlg zljn met
in geval ¢ ingeveoerde bencderingesn. Inderdaad wordt do hier belicndelde
verocnvoudicing bijna altijd in conbinotie net de onder ¢ lesprokeno ge-
brulkt. Zij brengt een zeer cssenticele verceuvoudising var het randwonrds-
vracgstuk nede. Vanzelfsprekend leat zij géén voselijiheld over, cden in-
vload van het profiel wan don vleugel te cuderzoeien.

@ ien veronderstells, daet de snelheid V zéér xleln 1s verclekon wi§ de
geluidsnelheid en brenge o; grond dacrvan in alle vercelll ingen de linteg{-
oVCrrEng Lo 800 . Daar ¢ gelijk is ean « ¢ kont dit dacrop ncer, dat
mep «£¢ bi) alle waorden vun o, pul stelt, d.1. de lucht als cen lucompres-
givsle vioeistof behandelt. De hicruit vcortvlcelendse varceuveuaizing 1s
zoor groot. De srondvergelijking (10) L1L§ft onvorunderd brstean, doch de
dasrip asnvezige parameter ¢ is thans eeu copstauss, hetgecn do Intogreal

van deze vorroll jking veresnvoudigt tot

%

?K;: - - VY, . - i}. v e st A
Dit s de wet vap Dernoulil
De vercelijfking (3) geat cover lp
riin gw 2 e w4 4w U SRy

De snolheidspolentiusl veldoot ame ‘de worgallitdng wun Lupiecce Do vern-
celijking (39) bepaalt, tezaon ot het randwasrdansysitecu veelr

reeds direct het gehcele strvonlnrsveld. bDe verselljl (:0) ic vervol-
gens alleepn ter bopuling via het drulveld neoddg-

De gromdvargelijoing (4) vorvaels. :

5 Pa hoofdstelling ven do drac, vla.theorig.

51 - Het visiundis bljzonder ocenvoudigo coeval @ vordt tiwns golrulkt cn een
princirloele ssngelesoph:id in het reine o broagon.
Het potenticaltheorctiscie vruugstull, godofiniacrd deo: de vormeli fing

gy =0 {a)
et ’
o« sonet. in het cnoludige Ve

L

Sy s cepl g Tl e . ; ¥y " e
en sogoven vasrden ves sit&aa invendige grensvia‘hen, is meth@uamiﬁaﬁﬁ
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w0 albvos ris beaztudeerd- Het is bokend dut Lol een undurl oivingise
038300 neelt, wannesr als novsavoorweardc contipbuiteitv vun o fuuctle
zeif, zlsnede van 48 cerste en twecde afgelelder naar O T S
woret opgelegds In het geval van het drsagvlak zeeft géze oplesiiig
het stroomingsveld echter nilet correct weer. Ds oorzatk 18 A6 Volic 081

U2 gencende oplossing hecit de eigenschan, in het «ioemesn web
siorulavitell te vertoomen in die randpunton, waar de begrengends
wanden knlkien vertoonen, dus in het bijzonder in den scherpen achier-
rand van het draagviak. Hetv verschijnsel is welbekend uit de theoric
van het qoor dezelfde vergelijkimg behserschie electrostatisenc vold,
waarin bij scherpe randen /hooge veldsterkten cptreden. /oneindig

Len blj nadering tot den scherven achterrand onbegrensd toencrende
stroonsnelheid 1s echter om tweeerlel reden onuanvaurdbaar. Iu de
esrste plaats zou Ait verschijnsel volgens de wet van Bernoulli (38}

gepaard gosn net pegatieve drukken van onbegrensde grootte, hetgeen

in een gas door expansie en in ecn vioeistof dooxr dampbelvoriiing oon-
mogell jk wordt gemsakt (dit in andere gevallen inderdaad waargenonan
verschi jnsel heet cavitatie) en in de tweede plaats zou he® bij de ge-~
ringste rest van viscositeit door de alsdan onbegrensd toeneneade
wrljviagskrachten te niet gedaun worden. Het optreden van de gomosnde
singulariteit is derhelve ontoslaatbaar- ‘

- Daar het experiment leert, dat bij dem scherpen achieryand in geen
geval ernstige locale omregelmaticheden optreden, aan de geidigheid
van de grondvergelijking dus zelfs in de directe ongeving van dit ge-
bied nauweliJks getwijfeld kan worden, is de rncest amtrekkeliiie op-
lossing van de geconstateerde moeilijiheid deze, dat rien son locsele
inbreuk op de continuIteit toelaet. Deze oplossing blijkt inderdasd
de Juiste te ziJn. Zij wordt nader gepreciseerd door de wlgends fun-

~ danenteele stelling van de drasgvlaktheories

Het strocomlingsveld om een dreagvlak bevat ecen op den schezpen
ggQ%arrand van Eet Arangviax aans%uitenﬁ disaqgﬁinuiteitsviak JooL
de_stroomsnelhold. De discontimiuitelt heeft ter pilaatse vapn don
achterrand ov leder moment een zoodanlge de . aob Q6 VOITL

waaly
van sen onaiﬁd’ hooge stroomsnelheid daar worat vooTrkonien. Het
veld 1s overigens continu, ‘

Inderdaad blijkt het randweardevraagstuk der verselljking (40)

-onder deze omstandigheden opanieuw esn onduvbelzinnig bepaside opleossing

te hebben. Dat de in de bovenstaande stelling vervatte ulit;angspunten
inderdaad op leder moment zoowel de plautselijke “"intensitelt® als ds
positie van het geicele discontinuiteitsviak vastlis gen, wrdt doox
de volgende overwegingen asannenelijk geneskt. llen realisesi’e zich, dat
een dlscontinuliteitsvlak voor de stroomsnelheid kon worden opgeval als
sen concentratic in 86n vlak van wervellljmen, duat zijn strooilijnean
veir den rotatievector.

Nu kon men uit de circulatiestelling fun var.3.3 zo0nder moeits
afleiden, dat wervellijnen Yals naterisele draadjes® door te vioelistof-
strooning worden meegevoerd en daarbi] hun intemsiteit (bil, geschikte

.definitie d&sarvan) behouden. Daay verder de diversentie van een rthtis

nul 1s, hebben zi] de bokende sigsnschap aitijd hetzlj sesioten 1ijnexn
te voren {event. tot gesioten lijuen te lrunnen worden gecurdinserd),
hetzi] bij de gronsvlairken van het wveld man te sluiten, hegeen iun hel
zegeven geval natuurlijk bij den achterrand wan het draggv. ok geschiedt.
Deze elgenschappen leggen, tezanen net het in de hoofdstel . ing vorvathe
voorsehTift aangaande hun vorning en de in de grondvergell xkilpgesn peer-
golegde veldwetten de heele svolutie van het discontinulte: tsvlak

_onﬂubbelzinnig~vasto



%

xgg.agﬁ‘ggnﬁezigneiﬁ on ze¢lfs de vornip: vuan sen discontinulteitsviak
Tl 5? danls incamprgssibele vieccisto® is pict in strijd net de in
ot;ti G??@emde‘W@rveisteliingen van H-.imholtz, die de vorming van
w amenhegb }eﬁen in sen canvapkall jk xo atievri] veld verbicden. De
gl ang van iedsre denkboeldige lus, die de met sen discontinultelts-
A @toverecnkomende “limietconstellati ™ van werveldraden spijdt,
gbf ?%: Tor plaatse var de ‘doorsani jd ng aarstonds verbroken, zoodat

?TS?I*JKE (meestroomends!) lussen mirrier met gesloten lussen in het
aznvanke 11 jk rotatievri je veld kununen 'orden geldentificeerd. Z1j ont~
spappen daarede aen de coverigens inpe 'atieve wervelstellingon. Zi]
m?ogmen ecn In sen ideule vicelstof all szims "mogelijl® phenoncen.

%p erszijds is eX geea {t1ijfel aan, 4’ nen bup ontstzan ven de stroonings- -
lwaeorie der ideale vloeistoffen nirrier nedsy zsl kunnen verduidelijken.. o
+roeven hebben sungetoond, dat het in ezen niet de dreigende druksingu-
lariteit, doch de rest vcn viscositeit is dewslke de vioeistof dvingt
den strooningsvorm met discontinuiteit:vlal,te realiseersn en-niet den
vorm et een eventueel doox sen loeals onre elratigheld uitgewgischte
singulariteit. Dit komt daarxop neer, d:t het vermoedslijk de strooming

% discontinulteitsvlak en zénder sin ulariteit is, wsartoe de stroomming

van een visceus mediun in het limietge val van verdwijnende viscosltelt
nadertc.Yoor zoover bekerd is dit echt:r nimmer op mathenatisch bevredi-
gende wijze aangetoond. -

-

»

Eer verscherping ven het algehecle beeld ven de stroomng vordt thans
et "twee-dinensionale®™ geoval nog even neder bestudeerd. In Tiz.8 is het
. iraggvliak net het dsarop aanslul-~
sepnde discontinulteitsviak ge-
soekend. De werveldraden van het
Jdiscoutimaiteltsvlak zijn naar
‘reerszijden in het oneindige ver-
‘i jnende rechte 1lijnen loodrecht
yn het vlalk van teskening. In ée
"igs 2iJn < gesioten lussen aan= 1
gegeven. «angenonen wordt dat de drou; slakbewering uilt de rust gestaxd is,
op welk noment de bepinwervel E van he discontimuiteitsviakx 1s gevormd.
Derhbalve kan de lus I met sen gesloten Jus in de aamvankelljk rustende
‘vloelstof wvordem geidontifliceerd {die loor "noeestroomen® in de positie 1
18 gelomen) 8n is ’

£y o= %y

=

Anderszijds is wesens {(Es)

- ,:' K 5{1 ﬁm"

d.w.z. o het fzog® (3.1. net disconti .uiteltsviak) en het drasgviak
-miden op ieder monent geliike, doch Se cngesteld gerichte eirculaties ope
Nu onvette lus III nhev stukje dis ontinulteltsvlak, deb in het

julst beeindigde tijdsintervailistje At Ls gevoind. Daun geldt, ondat
_sepnaal gevormds wervsis onder behoud san hun sterite worden neegevoerd

T oe b V.aT {4

Lo
e

: 26 TE-e £
‘waaxbi] de integrazl met het%bijschrif; fzog® het vollsdige zog onvat.
‘Uit {42), (43} en (44) volgt :
LT o S re 7 oas - 2 oo rys)
m‘@ V. L .M.Efiv ¥V . ds fﬁ? V. J’% Jt—é.‘_’ = ~ 4t Mﬁ V.ds . &Y !)' "
lien meme nu aan, dat de beweging van hit dreagvlak, eeunaal begonnexn
zijnde, cen stationnalire rechtilijnige :n draaiingsvrije is. lien neg :
dan verwachten dat de strooning, althais in de ongeving van het dreag-
vlak, en van daaruit gezien, evencemns stationnair zal worden. In dlem .
toestand is de geheol rechts in (45} sicande afgeleide nul en moet dus
ook de geheel links stasnde imtegraal wul zijm. Derhalve kan zich im

S,

{ war » ¢ a “ P - ¢
V. am = [ §F & ] = - 17 m] {79)
gm “ s Tt . e 6L .



Bitsaal Vercikten stutionuuires torstuad gose ultbrelding wea het’
eantinultal taviak aeer vorsn Zudh sdace lzert bet medor ondoc rzoel;

& owlch bl den ztert van de Yeveoipe sor discontinuiteltsviek vomit,

aBt zich voorwdursnd uitbreid:, weartic do nieuw govomdo wervels in
Bt voornoerde veimpingezeval schter gilaidelijs iu intensliteit ufnenen,
Cwaexbl ] op deu duur de limdetwiards pu. wordl benaderd. Is dle tcestand
. @ennaal bercikt, dan is in de omgeving van et draunviak nlete necxr van
- ®en discontinuiteitsvlek te murion. De cireuistie om het dreagvick is

daerbili soustant gevworden.

D%t in de liniet gevealiseorde ge'ieel continue en tevens singula-
ritel 1Je tiwee-dimenslionale strocni sveld vommnt een belende zelf-
stendige oplossing van do veldvereelii:ingen en het randvoorschrift.

In het twee-dimensionale gevel is de vldaruinte nl. tweevoudis gamen-
hggggnd, net het gevolg dut de omdublbe zinnige oplosbaurheid ven bet
o den aauving van par.5l omschreves [ obleen vervalt. £x zijn in 4it
geval zelfs ocneindig veel continue oplossingen, daar de ecnduidigheid
gerst hersteld wordt als men tevens de circulatie in ds (snkelwoudige)
klesse van in het vold construserbare .rreducibele luscen voorschrijft.
Blijkbaar ken en moet men die circulatie zoo kiezen, dat de singulsyi-~
telt aan den scherpen achterrand Juist vegvalt. lien verijet dan inder-
" dmad den limiettoestand, die bij imslv ting in de beschowsing ven het
~ startverschijosel op der duur wvordt beunaderd.

4 In het drie~dinemsionals goval verivijnt het discontinultecitsviak
n r geheel, doch moent het in het s.utionneire gevsl lang no den
start een vorn aan, waarbi] de werveld: aden in de ricutins wvan de
strooming vellen. Bij den start, of bl veranderlijke beveging, zijn .
er inmer ook wervelcomponssuten locdrecit op de stroomingsrichting. [uali-

~tatlef zlet de configurctie van dracgvi.al: en wervels er ~ blj een uit
“de rust begonnen constante en draaiingvrije beweging - overeonlonstlg
fig.9 uit. Alle wervels kunnen tot op et drsugvliak aansluitends LI -vor-
I:ge wervels worden geconbineerd.

22 Het is het optreden van het discon:inulteitsvliak, det de probleren
van de draggvliaitheorie zelfs ip het e :mvoudipe geval ven eem incompres-
slbele ideale vloeistof rmathenatiseh zooveal geconpliceerder maakt dan

de vraggstukken bv. ult de theorie van het electrische wveld.. Un de
noeilijkhoden de baas ts worden is het in alle nict-sthationnaire en/of
drie-dinensionale gevusllon noodzakell): de veronderstelling in te voeren,
dat het discontinulteitsvlak voortdure:.d exact sanenvalt ~o>t de stiook
van het XY¥-vlak ochter Le®t druavlok ¢ dat 2zijn wervels, voor zoover

ze evenwijdig asn de Y-as ziJn, zicl voiortdurend precios met de snelheld,
natuurlli jk onder behoud van hun inteas teit, van het draagvlak veriijdo-
ren. De hierin vervette benaderingen z.jn van dezelfde orde als die,
_welke aen de verecnvoudigipgsn ¢ en 4, gencend in per.42, zlln verbonden.

De hoofdatelling var de draugvlalkteorla behoudt hasr geldigheld

ieder geval, indien het medium conp 'easibel is en ds stroomsnclheid
~oversel onder de geluidsnclheid blijft. Zi§ vervalt echter in het tegen-
pvexgestelde gevel, dat overal een sup rsopa stroomsnolheid heerschtb.



“Daarom zou nen boter kuunen spre’mn van een “hoofdstelling van de u

draa-visktiseorie voor het subsone smclheldsjebled™. Eet 1ls op het Rt

;:ggle%blilz nog zoo, dat déze 95 4 van de Jiteratuur vecr zijn rekening
10 : ’

In vervand ret de in dit hoofdstvk opgenunen.referentie naar
existentiebewijzen zi§ or de nandach' op govestigd, dat deze allsco
veor de in punt ¢ bedoslde toostander en {in de overeenkomstig g
en 4 gelincariseorde gevallen besehilbear zijn. In de cverige, neer :
algenecne, gevallen is over het best:an en eventueel ds menigwvuldigheid,
van oplossingen, alsnoeds over de op to leggen continuiteitsvoorwaarden,
in algeneenen on strikten vorm niet voel bekend. Dat dirgelijke :
kvesties ook technisch wel van bolany zijn wolgt bv. duarult, dat
het bekend is dat er onder onstandigheden oplossingsn hunpnen zijn,
die om dc een of endere reden physisch niet realisesrbaxr zijn.

& Profielthooric.

61 Uij villen thens eon korten blik werpen op de op het cogemblil
neer .of minder uitvoorig ui?}gymrgt_%' hoofdstuicken van de dyaagviak~
theorie. Als zoodanig konm e z.2. "zrofieltheorie™ in de eersts
2laute in eammerking. ZiJ berust - i haar elementairen voim = op

de vereouvoudigingen a, b en @ van pir.42. iien zol inzien, dat er

in dit goval geen discontinulteitsvisk is, doch een overal continue,
singulariteitenvrije strcoming ndt een bepaslde constante -.lroulatle
om het draagvlek. De gromndvergelijking is de twee-dimsmsiontle poten-
tiaalvergeli jking :

£ Y
0y . Ve - . o
Dot Do ’
Er is ook sen strconfunctie ¥ , dle on dezelfds vergelljl-ing 4
. Y ¥7) S8 g
i 4 e o
—_—F I D - ’¥7)
D’ vy
voldoet, zcoals dircet ¥volgt uit
- 2y DY : s 2% = ¥ R
. ‘___"_1 : - N g i UL Het b = - — =D ’J'é
dem Vo= 25t =05 Vs 0 ey e gl gm0 Y

Zvenals op alle twee-dinensionule problemsn uit de potenticiltheorle
kan men derhalve de "ricthoden van dec functicetheorie® toepucsen.
Krachtens de verselijkinpen ven Cavciy Riomaon voldoet nl. wzoeowel
het redele uls not imeginaire stuk vsa iledere amalytische Munetie
Fii)oet ¢ = x+.y aan dc verselijizin, (46). Dientengevolga bepaalt
iedere functie wvar dit type 2 statichnaire strooningsvelden van een
ideale inconprescibele vlioeistof. De:a twee velden ontstaan uit elkaar
door verwisseling wvan de rollen van e potentlaasl- en de stroanfuuctls.
In ileder wveld leveren de lijnen ¥ - const. 4> stroomlijnen en de
lijnen ¥ const. de acquipotentiasasl.ijnen. Belde/zijn onderling
orthogonaal. De sipgulariteiten van (s functuile 7 geven ewenesns
singulariteiten ix het stroonipgsveld, bv. Lironnen, putten, scherpe
randen, gelsoleerde wervels en sanepstellingesn duarvan. /verzeanelingsn
Nauw met hat boveustaande verbciden is le mogelijliheld voan trans-
formatie van strocniagsveldsn in elkiur door conforme afbeelding. Ven
dezo nogeli jiheld wordt in de profie .thooria een weelvuldig gebrulk
genomxt., Z1Jj reducsert het problecrn -ran de bharekening van het stroo-
mingsveld tot het vinden van Gie afteeldingafumctie, die het govraagde
veld uit een resds bekend dcet ontstian. De ultkonst van de stelling
1s, zooals bekend is, ds veolgends. ;
Indien men de puntenm (x;y)van sen twec-dimensionaal stroonings- -
veld van een inconpressibele v?tneistof door bemiddeling van de

‘rensformatie ‘
o X+ ¥ = Gixoyl ) 8




i Woerin G een willeksurige anslytische functie 1s, toovoegt aan de punten. .
SXLY) vagﬂ:en t‘g&@&g veld, en daarbij aan de potentimalfunctie inm
.. boegevos, Punten dezelfde weurde gec?t, ontstast opnleuw een deirs V
“atrooningsveld. : ’ g © luk
De door (49) godefiniecrde afbeelliing is een conforme, althams . .
wenneer nen afziet van de nulpunten wven de afgeleide “%: van ds
trensfomaticefunctie & . In de dreacvioktheorie speclt de afbeelding g

. Z =X vV = x«a;.;x:xu‘;, i _ ()
sen bijzondere rol. lsn stelle )

R
N

‘ Z = 2 Q.‘
en vindt direct

\ x:(%vli)cojb';Y:(t—{;)Mﬁ'
en derhalve |

L \
......:Z_:..& + __X-—-'-—-» PR o
(’&v ‘%) ("*“K)

Hierult volgt dat ds cirkels 7 const. van het = -vlak im ellipsen met

‘halve assen ©++ en %- ¢ overgaan. Neemt men % nagenoeg gelijk sanm 1,
‘@en kont een heels plaste ellips te vcorschijn, dis reeds aan eeu dun
draagvlek doet denken®. Voor 7 :/ onts-aat het dubbel tellende segnent
tusschen de punten _2en + 2 van de X -asg, d.1. de doorsnede van een
vlaiken plaatvisugel. Prachtige draagv.akprofielen mdt scherpen achter-
rand krijst men echier, als mer de ulit;angscirkel leat gaan dd6r het
nulpunt x=-1, ¢ - 0 van de afgeleide

. ) P _i.&
‘van de efbeeldingsfunctie en &m het tunede nulpunt (x=+/, y:=0) heen. De
onde rstaande neetlrundige comstructie vin de toegevoegde figuur licht
d1%t op eenvoudige en overtulgende wijzo tos. .

N

af to beelden avhel

constrectie vl vector &+ .i

Daar elle eigenschappen van hot stroor .nrsveld on den cirkel, d.il. eigon-
1ijk om een coneindig lancen cirkeleylinder, ten volle bekond zijn, ook
bi} villelicurig vooirgeschreven circulu:.ie on doen cylinder, kan non dat

on de op de bovenstaande wijze constru.erbare drasgvlaliprollelen via
de afbeelding (50) berelkcnen. i

62 Behalve not op deze basis rusteonde methoden werkt de elenentalre
Profieltheorie ook nog met een gehcel 'erschillende methode, die nen
‘de "sinculariteitemnethode® kan noerern  Huar structuur kan als volgt
‘worden tocgelichts rion kan de strooning on een gesloten (of eventueel

at hier inderdaad de door een ollips verstoorde omeindige parslilel- .
e voorschijn komt volgt dsavuit, det de tramsformetie (50) -

t {(Z=x voor izl 2éér groot), de aldasr -
: dus onversnderlijk blijf

o singul

gebied buiten




zich tet inm hot oncindige uitedes en
~XY-vlek "analytisch veorsczetien" oo
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63 Het op bowvenstiende grepdelasen »

vormt een yecds Ilnscier hoofdstuk de
tlJd =zl jn wraosste ilingen wan de corde
eon onieerins van 4o zo:julst behonde

grenslaagbercieninren afgelela, dot ¢
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e
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in den lasutsten tijd goetrucht, de beperiing e ult de Tundwieaton vean
do theorle te vemi jderen. 4én in daze richting ligrend resultsat
krijgt men om zoo te ze gen cadeau. Voor zoovel men al. de door het
draucvlak veroorzoulite vorandering der stutiomnuire purallelsticonming
inderdead als een zoer klelne storing nng o, vitten on de onder g in
par.42 derproken versenvoudiingen sunbrengt, hesft nen niets unders
te doen dan de grondver =lijkin; (46) te vervaugen door de uit (26)
voloends vergelljiing

i

P
h

- -
{r- 2 ) i’wi:* . 9y - (57}
20 R D y"
die na Je trunsiormaotie
lw‘ P .'—,.’.i:—qm» . y o oo f’"} - j {’,.,‘mw‘,dj
I 4 -

weer don ouden vorm (46) herneemt. Dat vil zepren dat het conpressibili-
teltseffect in deze bonadering dcor een Lorentz-contructlie - een affine
transfoimatie van de geonetrische draagvliakconfiguratis dus - Rauxk wordt
vesrgegven. In vezen is hel gantolde waagstulr dasmede tot reeds
bekend neterisal teruggesracht. .

' Deze benadering is achter weelal mniet voldoends, in het bijzonder
niet als de dikte von het dregcvlal groot 1s en als de invalshoell, woar-
onder h3t in de parcllelstrooning is penlautst, relatlefl groot is. &r
zit dan niets apders op dan de grondvergelljiiing (51) te vervangen door
de wvoel geconplicecrdsre, uit (17) volgoade vergelljiiing

i
Mo

‘ R @, @ "
Pue (1= % ) - 29, et mwyy, U

2t
w:i:}:’-'f? {3‘»:”

£%

dle niet langer lipmealr, doch wel quasi-lineair Is. Hlerbl] behoort de
net (12) overseskonende betre'king ( 2, is mu de geluldsnclheld in de
ongestoorde stroouing, d.i. in het omeindige)

s e AEL (gt e gt - U
ilen heeft langs dezen veg eenire niu of reer voorloopige resultaten
bercikt, die uilterst :aceizcrie berexeningen hebben geverpd. In alle
gevallen nmoet de nevaavcorvaarde vorden gesteld, dut de stroonsnelheld
overal in het wveld kleiper uoet blljven dan de locale goluldsuollield,
hetgcen daarop neerkont, dat de grondvergelijking overal im het veld
varn het elliptische type noet zijn. De neest bekende nethode is die
v&g hayleigh-Japzen. DIt is eecu iterutismethode, die het volgendo recept
volgh

& 189 Wl )
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den iets andere lteratienmthode 1s door rrundtl aange;cven. Het scalge
wezenli Jike verschil is, dat zij begint uet de "golineariseerde” verge-
11 jicine (51).

De ontroete moelijkheden zijn van mekentcchnlachencn nlet ven
rrincipiselen aard. De ;ebruikte weryelljkingen zijon immers alle van
gen volledig bestudecrd type (Laplace en l'olsson). Sen bijkonstige
nroeiliikheid is, dat de convergentie van het itoratiesysteen niet bl
voorbaat vast satsat. ’ ‘

Kortgoleden is Kaplen er in geslasgd sen de wisiunde van de
wederor. veel op de bovenstaande gelijkende approxinatiemsthode wan
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Poggl (die gebruik neakt van een reeksontrikieling

= @ . e pre@ . (35:)
4 P Py

van de potentiaal naer opklirmende nachten van het "getal ven liach® (B),
hetgeen ook weer dearop mecrkont, dat ¢  de "incompressibele® op-
lossing 1s) door een geraffineerde toepassing van conplexe variabelen
en methoden der functietheorie een bl jzonder elegantan en relatief
senvoudigen vorn te geven, diec het prostatievemmogen dezer nothode
ongetwijfeld asnzienlijk verbetert.

%ﬁ Sr bestaat no; een geheel undere methode voor de behendeling van
et profielvraagstuk in het corpressibele (twee-dimensionale) gebied.
Deze berust op de mozolijcheid, de ver_elijking (53) zonder vervaar-
loozingen door transfornatie te lincarisecren. &1 zijn zelfs twee
transformeties bekond, dic 4it prosteersn. De eerste is de 2.8+ transfor-
natie van liolenbroek. Hierbi] belandt men als wvolgts

In een tvee-dinensionasl stationnair stroomingsveld is san ieder
Pveldpunt op ondubbelzinnige il jze een "stroomsnslheidsvector® ¥V toe-
gevoerd, d.w.z. e8n punt van een "apelheidsvliak®™ ( ¥, ; % ). Ultgaande
van de veronderstellin:, dat deze toevosging althens in’een bepeald
gebied van het "snelheldsvlak® omieerbaar eenduldig is (hetgeen niet
noodzekelijk hst geval is, zoodat men in bepaulde gevellen complicaties
kan vervachten), ken men de onafhunkelijk waricbelem x, ¥ via dit ver-
band vervangen door 2 coordinaten in het snelheidsvlak, ‘waarvoor men
dikwijls poolcoordinaten V= V| ; = (= hoek tusschen ﬁ'en de 7, ~as)
gebruikt. De transformatieforrmles luiden

dz ox

d - . V' o s - :2’ .Qz s
x avd Zs_:rd&‘r’ dy E%d’ifwa:dﬁ’ (58)

en leiden uiteindelijk tot de potentisalwvergelliking

s ' y FIEYY )
(!«%,)V’-ww,‘)f(a*g)sprw(im%)%&:a (5‘;9

Dezelfde transfomatie, tosgopast op de vergelijking der stroomfunctie,
leldt tot de vergelljking wvan Tschapligin

Vi, s V(i T )h r (=K )%y s 0 (s

dle lets cenvoudiger is. Beide vergelijkingen =ijn lineair, omdat ook
de geluidsnelhsld ¢ wolgens de Saint Vemant alédn van ¥V afhangt.
Dc tuveede lineariseesrende transformatie is dle van Legendre

VeesTzgy 3 VomSz9 5 @2 xp . vyy -9,

waarblj als nieuwe opathankelljk variabolen cvenecens 2 coordinaten,
blj voorkeur poolcoordinaten ¥, 3, in het smelheidsvlak worden ingevoerd,
doch welke daarenboven met de "gecorrigeerde potontiaal® opercert.
Z1) leidt tot de linesire vergelljking

ve,, v Vv {i— »’-g).@., + lym%‘)ﬁ% =0. & ()

Het is natuurlijk een groot voordeel, dat de grondverpgelijking in deze
gevallen lineair is. De prijs, die men hiervoor echter rivet betalen,
ligt in ds complicatie, die thans in de randvoorwaorde blijkt te

zijn gebracht. Het randvliak is nl. in het = .g =ylek gegeven en niet
in het "smelheidsvliek®. Dearom bl1ljft het ondorzoek uitermate geconpli-

)
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oeerd en ls toepassing op de concrete vraagstukken ven de (tot hier

nog steeds "subsoms®™) profieltheorie niet zonder verdere kunstgrepen
mogelijk. Op busis vun de transformatie van ldolenbroek zijn eenige
resultaten beroikt o.a. door Shue-Shen Tsien. Hierbij wordt gebruik
genoakt ven een versonvoudipd verband tusschen de geluldsnelheid ¢ en

de stroomsnelheid / . Do vereenvoudiging komt neer op de substitutie

van een bencdering voor de grondverrelliiking (4), welke vergeli jking
voor de afleiding van dit verband benoodigd is. Ook in deze gevallen
speelt de incompressidbels stroonming om het draagvlal steods een sckere
rol. ZiJ fungeert duorbi) niet als "nulde benadsring®, doch blijkt als
uitgangspunt voor een "transformatie™ naar een compressibele strooming
dienst te kunnen doen. Bij deze tranasformatie ondorgeat het profiel een
vooraf ombekende wvervornlog, (in eerste bonadering is dit de Loremtz-
contractis), zocodat een bepeald "gewenscht" profiel door proboeren moet
vorden verwerkslljkt. Op die wijze ontkont men aan de moelll jkheden,
verbonden aon het directe gebruik van de rundvoorvaarde. Zesr kortgeledsn
is do methode door cen andere Chinees, ¢.C.lin.tot een veeldbelovend
werktulg der draegvlakthoorie geperfectionnoerd.

J Supersone profleltheoris.

1 Nieuwe perspectieven ontstaan, wanneer de stroonsnelheid U nlet
nder, doch boven de geluldspelheid ligt (em wel llefst een flink atuk,
opdat de nogell j:heid van locule gebiedsn wvan subsone strooning ook in
de ongeving wvan het dreagvlak uit eschakeld zlj). De grondvergelljking
wordt dan nl. hyperbolisch, weoeardoor de nachtige hulpmiddelen der
karekteriestiezentheoris in het wveld gebracht kunnen worden.

Beglnnoen wij met behalve do vereenvoudigingen § en b ook de ver-
ecnvoudiying ¢ von par.42 te aunvaerden, dan luidt de grondvergelljking
voor het drukveld in sansluiting op (295

o PREIN 2430
{ .g} - f,} w@m" . WQ- - = C ¥y
Uit asnde van de vergelijkingen (26) moge de laszer zelf verifiscren,
~4at voor de snelheldspotentiaal ¢ vun do snelheld » (duo » 7y ) een
precles gelljke differcutisalvergelljking
K" a‘vp 2)‘!.0 - ‘)

| (Cb&"""} e ‘S’g». =0 {ho,

feldt. Z1J heeft de alperscne oplossing

N i

cp::f,{ythgm)wfz_{yrmtga}, fgmzm (fz)
Dg twee cen hook a, resp. =-a met de A -as insluitende bundels rechte
11 jnen

yn:ctj?u = comst. , yr&fya_aaan&t ’ (62)
zijn de "korakteristioclen® wen de gogeven differentlaalvergelifking.

Uit (67 ) volgt (de punton beteekonon differentiatie naar y 7 X &La )
, U = (fu—f) tgo i Y= forfa (63)

Voor 8o projecties van den wector ¥ op de karakteristieken vindt men
derhalve :

Vycga = Vo @ - Y, Som o = (fwﬂ)mmfi’fy rf) dma s 3
Y,

V"a%m =z I c0s% - ’mm: . z~2f #m

%)

: J ,
‘Mu is § oonstont langs de karakteristieken yrxfy%=const. en f langs -

iy
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de karaktoristieken y —2&a = Cerwst., Danrult volgt de eenvoudige, im

de volgende figuur aangeceven mootikundige constructie van het stroonmings-
veld. Doze gaat ult van sen langs één 1ijn ven één der twee bundels
karakterictieciien ols parallelstrooning U gegeven peduchte strooning en
van esn tweede willekeurige (door een gebroken lijn geapproxzimverde)
kromne, waorvaen gesischt wordt dat zij stroomlijm (wand!) zal zijan em
vaarlangs derhalve -allddn do riehting vun den stroonyector is voorge-
schreven. Dg fijuur geoft bowendlien het strooningsveld teor, dat rosul-
teert uit storing en parallelstrooming. Deze rooultante voldost natuur-
11jk evencens aan de verrelde geometrische wetmatigheid.

fi'&.i‘i.

De comnstructie zelve toont met woldoonde duldelijkheld aan, dat de
gobezlgde combinatie van "bogin en randvoorwaurdsn® gooorloofd en
Juist woldoende is. Langs icdsre karokteristisk is de projectie van den
spelholidsvedor op de door den Anderen bundel bepaslde riechting .
Do figuur bevat Juist genoeg aanknoopingspunten onm te doen inzien,
dat de strooning op een “supersoon draagvlak" (dat op straffe van een
excessieven stroomingsweorstand in tegenstellins met de "subsone pro-
fielen" {8k een scherpen voory blijkt te moeten bezitten (in de
hier aanvasrde benadering) er als wolgt uitziet, (fis.12)
/ Vér voor ver achter
) het drasgvlak heerscht een
parullelstroonling, duartusschon
bevindt zich sen pijlvoemipg
gabled, waerin do stroomlijnen
de boven~, resp. ondorzljde
- van het profiel stoods woer
afveelden en wasurin in hot
gegoven geval bdven vorgroote
en dnder verkleinde snelhoden
optreden. Tovens wordt het
: duidelijk, waorom men de karak-
teristisken Im de serodynanica opvat als "voortplantingslijnen van
kleine storingen®.
ken andere toelichting hiorbil] geeft fig.1%, waarin is aangzgevan tot
wear de storing, die een met supersons snelheid bewegend kleimn storings-
centrun in de werschillends punten wvan zijn baon tewseg bréngt, zich
heeft voortgeplont op het momont, wasiop dit centrum het punt é heeft
bereikt, daarblj seannemend, dat de storing zich net geluidsnelheid door
de lucht voortplant..

..k : lisn zlet in deze figuur de hoek« em
Ty de karaokteristiek door P terughkeeren.
e P 1 AN Z1J begrenst het gebled, wuarbinmen
e de peheele bewsging ven het stoor- -
S~ contrun het str sveld op hﬂt‘gaﬂ
13 fig.13. ©oven nement belnvicedt. Bultem dit -

4“‘;?‘: j ‘% ﬁ G v‘ \m* o
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gobied bohoeft wen cp het beschouwde cogenblik goon aerodynanische "lovons-
tosltonen™ wan het stoorcentrun e zocken. : "

%g Lannest de bovonsta ads behandelingswilze nilot nauwvieurig penoeg
8, moct nen weel op de goentpliseerde, thaus hyporbollische, differontleal-
vor-eld fiziaog {(53) teruecoviipen. Ool in dit geval is althans een geonetrische
conctyuctie wan hat wold wolal door tusschenkonst dgr "karakterlstieken
van de differeptiealvaxpelilking nopelijis Do hierdoor gerepresenteorde
eipenscharpen vau het wold kunno. in wezen uit de in de vorige purugreaf
berelkte resulitaten worden afgeleld. len kan nl. de verandering van de
strooning bionen ecn voldoonde :lein ebiedje van het weld altijd als
rtoringen van con "geniddeldo” parallelstrooning opvutten, zoodat de
golineariscerde thoorie hoar psldigheld bshouden noet woor kleine olerwnten
van hot verizelijke veld. Larhalve kunoen aan ledol voldpunt altijd
2 karainteristioke richtinsen verdon oo ovoesd, dle met don geniddelden
strocavector heoken o en -x ipslulten, waarbi)
C ¢ feg)
tal = o den }.:3} v
in overeensternniin~ net het door de wot van de Salunt Venant geoevon vere
'baaﬁ tuszchen © en |7 Xuu vorden berekend. Ve karakterlstieken van de
vergoll jikins (53) zijp nu patuvurlijk de integralen wun deze twee “rich-
tingsvelden™. Het ziJn nu in het wlpgerson tvee bdbundols kromme 1ijnsn.
De dearacn ino het snclbheidsviek toe oveegde lijnen zijn epleyecloliden.

De thens nin of nieer in differentiaalvorn goldice wveldgeocustrie
van ds vorige parvagraaf is Julst voldoende om ook in het algemeene geval
tot een grafische veldeonstructie te konen. Deze we leldt tot de bol:onde
"kararxteristiciecrnethode van Yrandbl Busenann”. .

47 kumnen in deze situatie moeill}-heden ontstaan, dcordion het ge-
construgerdes veld physisch nlet ncer reuliscerbear 1s, bv. tonpevolge van
het optreden wven elksar enijdzpde stroonlijnen. In het karakteristiekenveld
wordt men voox zulie conplicaties gewsaerschuwd door het optreden van
onhullepnden der bundsls kararteristieken. Dit veorval wijst erop, dat wi)
do stilzwijrend stecds sonvearde elsch der contioultelt weer plaatsellfl:
roeten laten vallen. [let andero woorden: ln zulke stroonipgsvelden treden
wederon diccontinuiteltsvlat:lken op, 42timaul woor den pormasl conponent
van de stroomenelbeid. Hiervi) verandsren do drui en de dichtheld eveneens
sproncseeui js. Il2t blij:t, dat de nornule veldvergelljitingen ontoerelkend
zijn o bet verband tusschou deze drie veranderingen cndubbelzlnnlg vast

'tw le/pmen. Dorhalve nost de structuur van een der;olljk discoutinuiteit.
vliae% aan een aperie physische beschouwing wordsn ontleend, waarbij blijkt
dat zieh hiler tevons scu verandering van de entrople, d4.i. een irrever-
sibele onzetiing van strooningsenergie in warmte, voltrekt. Jen audexe
complicatic, dle der elijie "stootfronten" gewoonlijk net zlch sleepean,
is het ootreden van rotatie in de stroondln: achtex den stoct, &Sk wanneer
2iJ crvédr rotatievrilj is. Dit mockt dat ds strikte bderelenin; van super-
sone strooningsvelden wet druketooten  in den regel een hojeloos gocon-
pliceerds zsak voruts

0ok can draagviasproficlen troden stootfronten op. In dit goval
kan non, nits het dragsvlek esn scherpen veor- en achterrand heeft, hun
plagts van te voren wvaststollenm, waarna do karawiteristiekemnethode een

"ﬂaarbij kont, dat strooningsvelden mot stootfronten dlkwl}ls locale gebie
van subsone strooning bevattem. De mathenatischo behandeling van dergeli)
velden, woorvan do potentliaslwer;elljking in hot veld van iype verandert,

. Btult {a het alpe.ieen op zeer bedenkell jke moeill Jkhedexn.
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daprop aonslultonde velde-nstructie wermaz to lovoren.

In priuecipe kan de potontlaslvergolijkin: ook in het supersome
goeval nat dehulp van fe trunsformoties von Lolombroek en Lescndre
worden pelineariceerd. Tot nu toe '.erd  veu deze nogelijxhoid b1
het profislendearzoelr echter goon gebmik genasizt, ondat hot govoalen
bostast, dat de "karalttoristizzonnetheode® het in ecnyoud ltmer met
groote wvoorsosrong zul winpon.

Ur: dezolfde reden ic tot nu tos voor zoover bekend ook geen gedruik
genaskt ven ecn principlesl nogplijke goneresliseering tot hot supersone
geval vun do "veldsingulariteit Yethode", bespyrockoen in par.62. Deze
nogell j:hoid roxdt wol benut in de builten do drasgvlaktheorie vaollende
behandeling vun drie-dincngionale rotaticsy:iwetrische supersone
stroonlngsvelden.

8 Boreienins der :ocemmeriipg.

1 De in het vorige hoofdstuk besproken =ethoden leiden, et eon enkele
ultzondering, tot nooilijihoden wapneer rien de strooning wil berckensn
) on can profiel, dat de een rooruitslag typecronde vertoont.{(De ult~
zondering wordt gevornd door do karalkiteristiekenrwthode der supersons
serodyncniea) .

Tot sen rodelijk goed resultsat kont nen oohter gonalkelijk, als
nen ds benadoring g en d van par.42 sanvaardt. Dit houdt de dxtra be~
peridng im, dat de rooruitslag klein noet blijven. De gang van zalen
is do volgende.

8y lien realisecre zich, dat hot dunne
drassvlok Iiporatisch niets anders 1s
dsn een discontinuliteitsvlek woor den
tengonticelen conponent van do stroom-

e S SO A e S snolheld, @ imwers door het ontbrelzen
- | A van synuetrie vlak dnder en vlak bdven
pos wrvuie hot draagvlak nlet gollll zel zijn. In

deze kwalitelt is hot echier mequivalent

fig. 4y, met een wervelvlak. Ds locule intonsitelt

hiervan worde woorgesteld deor de Tunctis
FCx) ;s (=1€ 2 24/ 3 wi) stellen de dravgvlakkoorde gemakshalve gellik
asn 2 ). Hu induceert één wervel in hot veld volgens de wet van Blot
jen Savart (ceintegreetd over den onelndig lagen worvel van het "tume-
dirensionale veld) dso snelheld )
A 66

2T %
Derhalve induceeren de veorvels yx’ds in het punt x=¢ van de X-as net
een foutje, dat wvan dogellds orde wap prootte is als do in de benaderin-
gen g en 4 toch al vorvatte, de normaalanslheld

L Xixdm (63)
7 %k
De randvoorivdarde luidt echter volgens (37), in het door fig.14 voor=
cestolde gevul )
[~ U= voor ~13é <h

(68)
y} = ‘{,..,U{mﬁs} voor h< € &~/ .

Yij] vinden voor de onbelonde funotie (x) dus de integraalvergelijking
, jw yix)dx ‘...Um vory - 1§« A . ‘ 2
EX Tx-E w ~Ub=plvem, ha g el

Van de onelgonlijke intesgrael in het linkerlid blijkt de hoofdwearde te
. nooten worden gencmen. De singuliore kern Ly zullen wij nog in
~ander verband tegen kopen, zlJ speelt in de gchoele theorie wvan het
~duune draagvlak ecn belengrijke rol. Hot 1s dean ook geen wonder, dat de
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toepassingen in de drse;vlalthooris tot uitvoe suiver nathenatisohe
onderzosl:ingen hebben goleid van integraslveirpell jkingen net dege
singuliere kern.

De oplossing van de wverg.(69) besteat uit de son van een partiou-
llere oplossing der inhomogene vernelijking (te vinden via de substi-~
totles x=cos>, ¢ = 228 en Pourrier-ontwikkeling wan de functis y(3)
an de met son constante vornenigvuldigde oplossing

ié

7(x) = == (7o)
§ o
dor homogene reductie. De comstante wordt bepasld door des eisch, dat zich
in het punt x=7 geen singulariteit bevindt, hetgeea blijkt neer to komen
op y(1) = 0 (77
Voor het drukverschil 4pix/) in te-enover olkaar onder em boven het

?;g?gvlak gelegen puntoun vindsn wij in vorband net de wet ven Dermoulli
2

Aﬁ = ‘"’ﬂmm‘“ﬂ“wm ® 'g:(?;%ml‘ V&nm;) S

2 % i * Voo Oin = T ) % U (Voo =Yore)  (72)
Doch

};»m ”‘* r.hm'. "" "y [15)
en derhslve is ‘
Apix) = ¢ UV yixl (7}

et deze formule ken nen alle resultesrer krachten en nonsnten uit-
rekenen. Dv. volgt voor de draugkrach

K= [ spridn = eV ) nxldx= gUF s/

waarbil 7 de circulatie om het geheele draa;vlak voorstslt. Deze be~
roemde formule blijkt haur geldipheld voor drasgvloiken van eindige
dikte te behouden, d.i. ziai-«in felte onafhankell jk ven de versenvoudi-
gingen g en § (par.42). B

Het is niet Wu do benaderingen g en 4 in te schakelen.
o kan nl. door toepassing vun de bervends transfoxpotioe vep Schwurg

de ip Tig.l4 goteckende gedbroken 1ijn direct op 4
afbeelden, hst strooningsveld eronmheen derhalwe conform afbeelden op

de strocming om don ecuhcidaciriel, en ongeleord. Dnarmeds is volgeuns
par.6l het eerodynanisch vraggstuk in principe opgelost. Het is im dit
geval ook niet noodig, dat de roeruitslag kleln is. :

Sen nog andere verkwl jze knoopt san bi] de theorie dor tanden-vleu-~
gels, die evenals de theorie van den "twoedeller®” gebruik meekt van door
elliptische functies bepaalde conforme afbesldingen. De wislundlige
uitwerking van derpelijke methoden is moeilijl: en bewerlkeldi Jk.

9 Het drsspvlek met eindipe spanvijdte bij stationnaize

2% anneeY men het draagvlal sen eindige spanwl jdte geeft, het

stroomingsveld dus ven alle drie de veldcoordinaten afhankelljk wordt,

worden do mathematische moeili jiheden direct weel grooter, zoodat men

in @it geval altijd met min of neer geslaagde benaderingsoplossingen
genoegen moet nenen. £én der wverecenvoudigingen, die eltijd worden san~-

~ veard, bestoat uit de verwaarloozing van de mmgfm% van bet
drapggvlak. Dit bremgt mee, dat het als een discontimuItelts- of wervel-

vlak opgevat ken worden. ilen zal geredelijk inziem, dat de warvelver-

 deeling daarbi) in cunsluitisg op fig.? (de startwervels naar het on-

Parhing
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i i eindige opschuivend) het boeld vanm
nevonstaande figuur vertoont. lLen nane
pu acn, dat het drasgvlak zéér slenk is
en vorvaarlooze de koorde-afmeting
seheal, hetgeen daaro) noorkomt dat hot
door één enkelen "dragenden vervel”

fig 1S wordt vervangesn. Vervolpgens kan net het
wervelsysteen voor leder willekeurlg
dvarsstrookje wvun het draggvlak splitsen
in een oneindig lampen wervel van con-
stante intenmitelt, en econ stelsel van

1, - en 7 vomige wervels. liare de
oneindige wervel er alleen, dan ware het
geval wesr "tieodimensionaal™ en zou deze wervel de door de twee-dinmen-
slonale theorie geeischte ovenredigheid net de invalshosk van het be~
schouwde stroolije niceten vortoonens

M=z ¢. &, %ibikenole constante.

Berekent men gpu net de fomule van Bioct en Savart do snelhsid, die
den (sanengestelden) tweeden componont ter plaatse .-  wvan dit strookje
induceert, dan vindt men dat deze invalshoek langs hot hoole strookje
1n eorste benadoring constant is, en de wasrde (b  halve spamvi jdte)

v dr(}
Ve = 7o J a/dx' L E'S (36)
) o3 z-¢
heeft. (N.B., ”“;’;*’ olx 18 do intensiteit ven do sleeponde wervels!). 2iJ
staat practisch loodrecht op hoet vlak van den vlicugel en 1s dorhalve
asquivalent not een verandering % /,, van den invalshoek. Brengt men
deze correctie op don invalahoek ann, dan kan men den "tweeden component”
verder buiten beschouting laten, waarmede de integraslverpgelijking

N
C(&) dﬁ”f&x ol
yRU 4 x-& “ i3
wordt vori:rogen. De constaute ¢ is van £ afhunkelijk ondat zi) even-
redig is nmet de pluatselijke koorda.

Over de integraclverzelljiing (77), de bercende vergelljidng vwan
srandtl voor de circulatieverddeling, bestast een cnvangri jke llteratuur.
Zi} wordt opgelost met beimlp wan Fourier-smalyse na de bij de verg.{(4s )
vermelde substituties te hebbLen aangevracht, of met belml)y vuan de
Fourier-ontwilkkelingen vervangonde :nhumonf.acha gonaonetrische ontw
wikirelingen. ,

I'en merke op, dat hier weex de sinuliere kern y— oDtreedt.

Techinisch is de circulatieverdeelins van ‘belanamdm zi] de
eigenscha:pen vun het draccvliek bij grooten invalshoek beinvloedt en on-
dat z1j] een component vun den weorstand, denz.g. "gelnduceerden weer-
stand" behecrscht. ‘

Hoewel de vergelljikin:y von DPrandtl voor inderdsad slanke draagvlakken
een redelijk rosultaat levert, is zi] natuurlijk niet in alle govallen
voldoende nouwlsurig. sen verscherpte behandelingswljze is mogelijk door
niet van het snolheidsveld, maer van hot drukveld uit te geen. Daoarbi]
sanvearde men tovens de woreenvoudigingen g en 4 ven par.42.

Volgens (29) goldt dan {commoa ; 3p omafh. vom T g

[X) Pn b , ey
Sor = T 5 " e "0 e P
~ Volgens Greer 1is derhalve .

Pt = cle) {ald) - aw (V)] = cléjotl) =

oo e g fpmrgar

waarbij do imtegretie over de gremsviackes van het weld

hi
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de boven~ én onderzijde van het dreogviak apart uilt te strekken is.
Daarbij. levert de cerste integreacl rechts werems 7. 9¢ = ¥, en de
gﬁﬁixx%ﬂgit van 7, bl) doorgang door het drasgvlak 4o waarde nul.

NV =« -%z. is, wordt do tweede integraal,
met I in overcensterming met £iz.16 en met
do afkorting

Tixg) = 8 P (3 4) = 8 Pheren (5.4 ()
golijk san

oy ey,
’;// wearbl) ds integraal thaps éénnaal over

het draa;vlaok ult te astreilzn is. Dus
5;: s '4“"1? ﬁ! T Ea:-g df .

Anderszijds is volgens Bernoulli

" ﬂm*é?vtz pr};—q?"mp+1‘.¢(ﬁr¥)"mprfqtf‘#fv.¢, ()
of, de snolheidspotentiaal ¢ invcoreud, (wegens dpsp-re),
Dit blijkt nen te mogen inte_Teeren tot . | |
b4
- | Spus Jotf =t [ HE oY g (3)
@ = ) Splé. y x)old Tl aw )" Ty f

2
paer Sf),w het randwaardensysteen (37) der nomaalsnolhedon noet
reproduceeren, vinden wl] lengs dezen weg formeel de intepranlvorgelijkimg
% .
: B d g cos

s [ ,.L g p;{ T oty Jico @)
Het 1s nlet polukt, deze intesraalvergelljtzing voor een willokeurig
gogeven draggvlal:contour near /T op te lossent 2i) vomt echter een goschikb
asnlknoopingspunt voer de ontwikleling wan bonsdoringsriethoden, dle
de mauvieuricheld van de in de voorgeande paragrsaf vemelde kunnen over-
treffen. Daarbi] zijo nict-onbevredigonde resultaten bereikt, die ook
voor drsasvla:ken van klelns spaml jdte nog een sanneneli Jke bobrouw-
baarheid vertoonén.

Ondanks alle nathenatische moeilijizheden is het in twee biljzondere
gevallen golukt, woor de intesraslverpelijking (84) een als exact op
to vatten oplossing te construseren, Deze povallen worden gepeven door
het cirkelvomige en door het elliptische draagvlak. In het eserste geval
noet non het veld met behul)p wan bolcoordinaten beschri jven en rocks~
onbwikikelingen nasr bolfuncties invosreon, in het tweeds gobrulkt men
elliptische coordimaten in combipnatie met reeksontwiklelingen naar
functies van Lané. In belde gevallon stuit mon op cmmstige, echter op~
losbaar bevonden nathermtische mosilijithoden. Belde problemen zijn veel
gecanpliceerder dan de oversenkonastige potenti aalvresgstukken #it de
theorie van het electrostutische weld. '

anneer men in vervolg op het bovenstasnde thans ook de compressibi-
teit vuan de lucht in de theorie wensoht op te nenen, stult men in
~het "gsubsone® goval op emstige moeilijkheden. Van een systomatische

4

*han de oplossing moet de gebruikelijke voorvaarde worden opgelegd, &
“zich am den achterrand geen sinsulariteit vevimdt. = e
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theorle kan op het oogemblik mogp geen sprake zijn.

Is de strooming supersoon, dan is een enkel geval, nl. het geval
van een driehoekigen, met den punt tegen de strooningsrichting in
wijzenden, vleugel, voor nader onderzock toegankelijk. Het stroonings-
veld is dan z.g. conisch en kan in wezen met behulp van 2 coordinaten
worden beschreven. Uit een esnvoudige gelikaoxnighe@dsbeschouwing,
gecombineerd met de wetenschap, dat de stroonafwaarts gelegen "basis®
van den driehoek zijn asnvezigheld stroomopwaarts niet ken doen gevoelen
volgt nl. dat de druk, snelheid, enz. in deze situatie langs iedere
rechte door den top wan den driechoek.constant moeten zijn (althans in
het stuk van het veld, waar de druk aen het oppervliak van den drichoek
vanef hangt). Hierven gebruik makend, ken rmen de (oversenkonstig ¢ en &
van par.42 vereenvoudigde) grondvergelijkingen reduceeren tot een ,
Laplace verselijing in twee wvarisbelen, waarna de ook reeds in par.
in het veld gebrachte hulpmiddelen der functietheorie in toernassing
lunnen worden gebracht. Langs deze weg zljn in den laatsten tijd eenige
resultaten bereikt.

10 Instatlionnalire draagvialrtheorie.

101 1] willen thams de restrictie g van par.42 laten vervallsm. 171}
Yebben reeds verrsid, dat het dan Het harmonisch trillende drasgvlak is,
dat het meest belangwelkkende geval vormt. Hierover bestaat een zeer on-
vangri Jjke lliteratuur en een in sormige opzichten ver uitgeverkte theorie.
oor tusschenkonst van .een Fourier-snalyse. dekt deze tsvens ds belang-
rijke andere gevallen van instationnalre beweglng. De uitkonsten vun het
onderzoelk vinden een hoogst belangrijke directe toepassing in bverekenin-
gen over de stubllitelt van het evenwicht van een elastischen, asan een
luchtstrooning bvloot _estelden vliiegtulgvleugel.
: De nmeest volledig uitgewerlkte theorie gaat ult van de overeenkom-
stig b, ¢, & en ¢ van par.42 vereenvoudigde situatle. Eén der geschiki
bevonden methoden van onderzoek sluit aan op die van paer.82. De voor-
nauniste conmplicatie is, dat er zich thans oolr in het twee-dinensionale
geval een "vril® wervelvlal achter den vleugel bevindt. Dit viak wordt,
als steeds, overeenliomstig par.55 met het X¥-vlak achter den vieugel
geldentificeerd. (In tvec~dimensionale gevallen ligt de Z-as in de
spanwl jdterichting)v De intensiteit der wervels worde gegeven door de
functie g(x), 7= x - Dan geldt voor de ter ploabse van het draagvlak
geinduceérde normaalsnelheid in stede ven (47)

+/ A
: ' x, )b o (o, ¢ )dx P
£ot) = £ | opemBlde gl tiry (#2)
v, (£.t) ) M

2T .

Daar alle vercelijkingen linealr zijn, is in het gegeven geval
' Lot vt
V(g t) = Im {?/,,'_,,tfé)e.“’f§ , plm )= Jm g x)e '”‘-f‘ , g(a,szjmqu(m)a ’ ; (06)
Zooals bekend is, ken men de operatoren Jm tijdens de uiltwerking weg-
laten, on ze cerst weer aan de uitkonsten toc te voegen.
' Nu eischen de conserveeringswetten waaraan de wervels voldoen, dat

gle,t) = g1, t- 22 ) (!
en verder neent de formule {45) den vomm
> ,
Ht) = - = = (x, t} et , (98}

san. Uit (85), (86), (87) en (88) volgt de integraalverzelijking

oo } ‘.m EU—} poi ey AL
/ A . J‘uv [' - 7
7{,,(‘5.)‘: % j} ::;»é dwx = T j }Q{\m)dvc . oy o, (&)
T N - ; .
waarin de afkoriing . o ‘
’ : w = : ~ : (9%}

; s o -
is opgenmomen. Het linkerlid is eem uit de gegeven trilling via (37)
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af te Joidem bokende functle van £ . Aan de oploseing is de bijoonditie

2, (1) oindig
opgelegd.

De vergelijking 1s oorspronkelijk door reeisontuwikkeling opgelost.
Later is gebleken, dat de recksen, die de oplosring representeeren,
sormeerbaar zijn, waardoor amm de oplossing eeun gedoten integrealvomrnm
kan vorden gegeven. De oplossingen ziju ven toepassing op willekeurige,
nits kleine harnonische trillingen, waarblj de "skeletlijn® op wills-

keurige wijze nas vervomen. In het bijzonder dert de theorie dus ook
het geval van onafhankelijke roertrillingen.

102 De bovenstaande eenvoudige bohandelingsvijze kan descewenscht
worden vervangen door de methode van par.92. In het gesteldo geval
biedt dit geen voordeel. Desalnlettenin is het vornogen van deze
tiweds werind jze weel grooter dan dat vau de "wervelnethode". Dit
blijizt, wanneer nen é4n der veionderstellingeu b of d laat vervallen.
De rothode van par.92 bdblijkt in beide gevallen nog bruikbasr te
blijven, de wervelmethode echter uitsluitend in het eerste, drie-dinen-
sionale doch incompressibvele, geval. 213) is ook den echtorvesl
stroever dan de methode van par.%2. .

De op de verelschte wijze gegeneraliseorde nethode wan par.92
is derhalve in gecompliceerde gevallen zeler de neest doolnatige, en
sons de conige die tot resultaten leidt. Deze resultaten hebbem immerxr
den vorrm van inteprsalvergelijiingen, hoevel nen deze eveutueel in
zekersn zin lken onzeilen dooy revds in vrosgere studia der berekening
net reeisontiilkelingen te operecren.

De oplossing van het "compressibele tvee-dinensionale® geval
is lengs dezen veg enkele Jaoreu geleden aan esn lederlandschen rathe-
naticus, (R.Timman), gelukt. Het uitgangspunt vomt de vergelijking
(34)», Transformeert men deze or elliptische coordinaten, dan kan zi]
gesepareerd vworden en kont men bl) de differentiaalvergelijking wvan

~lathisu terecht. Derhalve noet men de oplossingen thans door benidde-

ling van reelsontiiickelingen maur functies van .imthieu construesren.

l.an lette erop, dat de elliptische coordinaten in het cccenten-
vliak zlju gedefinieerd. 4ij leveren eerst na het ocanbreagen van de.
onkeering der Lorentz contractis kromlijnige coordinaten inm het
stroonin-sveld. ‘

Bij de uitweri:ing der bereiening stuilt mem op enkele typische
noeilijkheden, die va. hetzelfde kalidver zijJn als de in par.93
bedoelde. .

den conplete puoerieke uitwerkimg van de resultaten ontbresckt
op het oogenblik nog.

403 anneer de snelheid U de geluidsnelheid overtreft, in het super-
sone gevel dus, noet de verpelljling (34) door do hyperbolische ver-
gelij:ing (35) vorden vorvangen. Deze ocogenschijnlijk Xleine veran-

dering verpenal®elijkt dc nathenatische behendeling asnzienlijk. jen
ket door verdevre ultverliing von de karalteristielkennmecthods wrij snel

“tot een resulteat. len ken ook gebrulk mallen van een onwerking van

de tot een integraslvergelijking leidende meothode van par.92. Deze
oneriing 1s natuurlijk nogal Tundementeel, want neu nicet het door
de wvergelljking (79) gevormde ultgangspunt vervangen.

04 In het “"drie-dinensionales !necompressibole geval" zijn voor

ko drasgvlaiden eenige benaderingsoplossingen belend, die san~
moopen bij de uit de toerassing van de gegeperalliseerde nethode van
par.92 voortvioeiende integraalverselijking. De mathenatische behan-
deling is moeilijk, een geheol bovredigend. resultaat is nog niet c
bereikt. Het probleen is op het oogenmblik bij verschillende instituten,
ock bij het N.L.L., in behandeling.
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Neent men thuns fo: aan, dot de net de viscositeit samenhongende

<rachten binnen de gremslaag von dozelfds orde vun grootte vorden

als de trucheldsirachten, @en vlilkt dauiniede con Dasis gecomstrueerd
te zijn, dic het mogelijl: moakt acon elle termen van de op twes-dinen-
aioxvz?lt:» ‘{ﬁfﬁlf‘;}a,%jl}l?ﬁ coordinaten gotransfemeerde grondvorgeli jkin-
gen -} en

2 5 .
W £ N N + oy * i " e
s P "7 \,; i H aw e BT s \‘_’W J f( i 1,; ,/l" g
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eon beranlde orde van grootte too te achrijven. De grenslaastheorie
berust thaps op algeheele vervuurloozing van alle tormen, die de
donineerends ords vun grootte miet halen. In het uitveerig onderzochte,
stationnaire luconnressibels geval vindt nen dau bij gebruik van
coordinuten, die ultgeunde wan het in fig.’

ym=t mectlundig godafinicarde stel ¢ , ; via
2, Y de xolatis
/
‘W zijn bepesld (hetgeen leidt tot
s ;} * - Yol
s i . qn = (r+ ;Z; > Fan = 1 ) (42)
Vs 30 de vercelijkingen
' ¥ av, | ; 5’& ] w‘vw’l y‘; - af“
Vo o2 ¢ F 2 s- - e e T By SesyT o
oo 7D L oA 5 . R L) b
! . % ¢ f‘:’,w‘s
B b 3@ ~ o
~~:--:;~‘ L g gw-;' Y

Dit is dus het bercende stel gropdver_elijkingen der "stutionnaire
inconprescibele grenslacstheoris™. Het is zoer canzienliik weel een-
voudiger dan hebt oorspronkelijke "volledige! stel, doch toeh nog
Imer in werbund nst zijn quadratisch type goconpliceerd gencege
wen aanzienlijie vereenvoudiging ontstaat kennelljk els A s co,
de wand dus nilet gekrond is. Volgsns de tveede vergelijking is er
dau geen sen cantrifugenlhracht conpenseerende component
van den drukgradiSnt; de druk blijft in een dergelijk geval longs
ecn normaal von den wand coastant.

ven reallseers, dat de (tongentiecle) vrijvingsikracht, die
door de strooning on den wand wordt ultssoefend, bepaald wordt
door de ultdrukking
oV

g.:;— 'w‘)f'*"\

T, = 7 ( ({’5~)
413 den ondor bepealde voorwaurden awnvaardbare oplossingsnethode
van de vergolijkingsn (94) operesrt moth teaksuitdrukiingen (& =

grenslaagdikte)

-

3 Ly
}; fﬂ} - (R ol L T ¥
(4%}

¥ N i AT,

- -
'
k]

P
i-}
4

vaarin ?"m (<) de als gegeven te besechouwsn hoofdsnelheid aen den
and ven de grenslasy is en ¥ de volgons de lastste vergelil jking
94) ssnvezige stroomfunctie
| Iy ‘ oW ‘
Gald ("l he-mg) 0
ien stult uiteindelijk op een recurrent stel ven oneludig weel
~gewome differentiaslvergeli jiingen, wearvan de eerste quadratisch

]
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en alle ovorige lincair 2zijn. Do vecortgezette ultverl:ing gaschiadt
goheel lanzs aumorieksn veg. Hierbi] kumnen de laatstell jk

het buitenland ontiill.olde iﬂﬂdarrﬁmﬁLAAﬂhiﬂﬁEUitﬂ l:onde dianw
rten bevi jzen.

114 Dcor in »lonts van x en ¢ als opafhanksli jk voriabelen de
Lrootheden z oen ¥ in to wocron kem Mon de serste vergelijking (94)
ond‘ T bepealds voorvaardon tra&sfor&eoram in
.. V ey
L A AT TINOECA 43)
ox ¥ Qw'& ¢
die van het "warntogeleldingstype® is. 2ij vordt gebruikt woor

het onderzoe: wvun het asymptotisch godras van de oplossingen van
hot stelsel (94).

115 Im tochmische bereleninson vvordt veclvuldig gobruik gemaskt
van ecn andare, door .Johlhousen ontuorpen, behuindelingsirijze van
het gronslaagvreogstuk. MHierbi] -aat nen ecuvoudig uit van een
"wraden” benadering wvoor het wnolheidaverloup T in de grenslaag,
doarbl) sanneriend dat het voldoende ic een zelfde "aorefiel”

in de van < afhanlkell ke grenslausdikte te pussen. voor deze
functie, x , vordt vervolgeus via een op de vergell jkimcen (94)
toegooaste integratie ~ die physisch tot de "inpulswet? leidt -
een ﬁiffarantiaaxverweliahing veriresen. Deze opnleuw linsoire
vergell jiiing vordt net behulp von nunerieke nethoden opgelost.

6 sanneer nen ook blj grensluosgbersieningen rekeanin; vil houden
da camﬁrusaihilitﬂit vin de lueht, worden de nathenatische

ﬂQBilij%haden aatuurlijk veer grocteruﬂbel is op dit pebled nog
niet gerrestecrd. Voor supsrscone stroosingssnelheden 1s er in dlt
goval ecn additionsele noellijltheid, die pelegen is in den invloed
van de tenperatuur o» ds viscositeit- Bi) normale temperaturen
bestaat deze invlioed ult seu verhooling van . met 1 , per dxls
graad Celslus teperatuurveriooging. Dit effect ken bl subsone
snelhaden vorden verwaarloosd. Bi}] supersone snslheden is de hoe-
veelheld 1o de gremslang ontviklelde vri jvipgswarnte echter zoo
groot, dat tenperatuurverhoogingen von honderden graden zeer vel
nog: liif zijn. (De huildtenperaturcn ven de wet 5 & 6-voudige ge-
luidsnelieid vuortvli@uenda V 2 liepen plaatselilr op tot6ys¢C).
Het is dan sogooluut noodle de variutie van de viscositeit in reke-~
ning te dbrengen.

117 De geheele hierboven besproXken grenslaggtheorie rust op de
ovvotting, dat de stroondng in deze lasge het door fip. /¥ getypeer-
de laminaire karater zal bezitten. DIt is niet aocdza?elijk het
geval. 4T blijlen ook strooningsvormen te bestsan, die door het
onrtreden van (ﬁuanﬂiﬁliJ“ nicroscopische) onrerelnatig verdeelde
en Tluctueersnde worvoliles een hoogsd ourogelnatis karaktsr hab-
ben. .ou neons muike grenslasgstrooningen "turbulent®. Ven deze
geconpliceerde strooningstevsstanden besteat noy inrer geen bevre-
digende nathernatlsche theorls (hoewel wele pogingen daartos go-
daan zijn). Voor technlsche doesleinden i1s een op seni empirische
basis rustends provicorische behanuelingssiviijzoe beschikbaar.

sen nathenatisch hoogst geconplicserd en alle aanvallen
lang weorstand geboden hebbend wviasgstuk wordt gevormd door de
voorwasrden, dle de bi it wven deu leninairen stroomingsvorn
beheerschen. De wortel van prouleen wordt gevornd door de
volgende gewvone, linealyre, doch desalniattamin maer onplezierige
| diffamntiaalvergalijkiug » Ca: const

(U-f.)(qw - %’P}“u $ - (“f’ ‘z""&wu*%vw) v‘uwmgqm

Berst 1n den allerlaatsten u:a 1s bet golukt, eenlge behoorlijke
y;rﬁsultatan te bereiken. ey

kY

(59)
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. «1§ gelooven,in het voorgaanin ze:n exnosé van de wiskundige
structuur ven de droagvliatheorie te obben gegevan, dat sou wrij
bevredigenden graad van volledigheld vertoont. Natwmrlijk ontbreskt
hler en dear nog vel lets. .1J hebben ons in den regel gehouden
ean het prinaire gevel dot door dem solitairen vleugel in de on-
begrensds "atnosfeer™ vordt gevornd. Dorhalwo ontbrakon beschouwine
gen over dreagvisiconblnatie, dv. tweedelkersyctenen, tandonvleugels,
roosters van dras;vla:ken, enz. Verder is geen candacht besteed aan
de nogeli jiheid, dat het strooningsveld buiten het dracgvlak be-
grensd kan 2zl Jn, hoevel hler wel problenen te vinden zijn, dle voor
de techniek boteokenls hebben. lien denke aan den "invloed" wvan den

: op de stroaning on den vieugel ven seu startend of landend
vilegtulg, of aan een vleusel dle voor opderzool: in de gesloten
meetsectie van oon uvindtuonnel is opgehangen. '

Vexrder la afgezlen ven het besprezen van specisle, niet of nog
niet tot een senigernate systenatische theorie ultgeperkte onder-
zoskingen. Als zoodanig zoudenm bv. kunnen torden verield de popin-
@sn om bepaalde telortkoningen van de bestoande systenatische
'mmaﬁwn te elininesron door het opnenen van "doodwatergebleden®
in het strouminesveld.

wiJ meenen, dat deze beparkingen sanvasrdbear ziln. Bovendien
zouflen vij, als i ze niet hadden sangshouden, gedwongen zijin ge-
veest on de gehoele litoratuur nawteurig door te zien, waarvoor
de tijd tern esmemmale ontbrak, Onm dezelfde reden ontbreken litera-
tuupwl Jzingen. Vexdsz hebben wijf nanon in den regel alleen dan ge-
noend, als zi1j onverbre'lelljk verbonden zijn aan in den telist
vernelde vergell i:inpen, transformaties, functies, enz. . /ver
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De aarraking ven dz biotogis mel de Vj”kh”@? i3zt ov ds V@uFeﬁde ge =
bisgden der V\?J@??““” ?aﬂ 1rﬂemin”vaaifxom«teL,

a. de weyref? fa¢Pg Van want nsmiﬁgsultﬁometsns het bepalen win een bc” -
rniddaide 2n het zosoken van ssp umaat voor de afwijilingen van hel ges
middelde, s‘?:anﬁac;rd»mfuijking sn middelbars (fout) afwljiking; »

b. het vergelilken van twee gemiddeiden met elkaar en kel bepalien vam -

- esn maat voor het verschil daartusachen {middelbare afwijking van “ygi
‘et verschilly ’
¢. hetl verhand tusschen ds al of niet cpzettelijk aangebrachﬁp groei=
factoren en de verkrezen uitkomsten (eorrelatie);

d. het in basid brengen der gevonden corrsiaties ‘1*1HVer¢Ifen*ng;,

e. het wvergelijken van de Verkregen met ds verwachte ui tkomsten {chie
rwagrzat tosts). -

Pe puzter a en U 2ullen gerst kor ggggenzbesprok@mgomdat de form= .
les voor de standaasd-aldi: in&:g‘ T Ax =

n de middelbare afwijking o gg%:_g%‘—’-
nin = 1)

© later weer asnm ds ovds komsa. _ :
C'Daarin ziin x de wvaarnemingan sn iz ¥ het rekXeukundlg gemiddelds ven
n- waarnemingen. :

. ’ o 2 R
Voor het cuotient 2. ». is wma de term ¥ariaps In gebrull ,
iBng. "Variance”}e o=

- Wannger twee rijse w 1nemin5qn met slkasr wordan vevgpLen§§9wA5"%ﬁ
middelbsre 3vW&Jkiﬂ 1 het vercsehil van dle helde rigen:mv W, By ¢

waarin me en @ o de middelbars afwijiking van el¥e resks afzondeviijk

-

voorstelien. 21jn ds middelbure afwijkingen gelijk dan is dus m, =aVZ.

, Of sen werschil tusschen twee reoskssn waarneminger belangrijk ksn
worden gencemd, hung? af van des Gistributie vap de wazarnemingen om hun
" zemiddalde, uitgedrukt in dz grootte der middsibare fout ep vap een

aonvantis 3wtreﬂt de toelsaatbere grenzen daarvan.

RKorte sansuiidng der norrale 3iatribotis {x-functie) en de abnoraals
{t~Ffusatie) af:?ribatie Van YaArNeRLGEs .
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ﬁiﬁﬁe“ heeft hiervan de vclgerde identlteit opgesteld:
- “"i - = -*v’w , % »
s 4 o W
‘ {ﬁzﬂuﬁh‘;-‘wf%ﬁ‘ i«.}!} ﬁagf&}‘u 1:?“‘... }3‘5‘% 4 “::Am _ . ‘ ‘
wasrin ¥ ... ziin. wanrwemiﬂgcuv_lﬁq«gten; {;.en X . de genidoeldsn Van
rii en velp. kolomwen; X het algesesn gewiddeids.
Cheze fdentiteit moet in esn voru worden gebvachi dat de leden ervan
- seb T
X = 44

an tusschen
ing en soummes=

23
paws
ilj
=
ek

i
e
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cjen Cnud“ling eu kolompen onderling. Door kwadrsbeor

.

£
M
s
e
¢
i
Kz
¢
bt
R
My
T
3
>
A
gy

ke leke Veroﬂnxllpn

L30T nu elk 14d fe deelen door het zantal onafha
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Yoor de berekenin gau wuner. @il belapgriike vereeavoudiging bereiken

door de leden varn de 148

ntiteld wat om te werken.
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Joor rijen en kolommen e vervangen docr “factoren' 2uas bepaalds
1h¢ulﬂxvn?9!ijzen wan ds stol dle men ondzrzuekt {(bemesting, behande~
14 g met chegiiezalien, vhyvs. factoren of door sarallellen, dat zijn rij=

et of kolommen die on geliike wiize wovdsr bshandeld maar slechts in
plaats versonlillend, verandert het stheasz niab.

ooy dnvosring der parallellen cntsitaat sen schelding in een "systes
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Faetor,

Totaal
Parallellen

Behandeling
Best

2e bshendeling gplitsen
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- COrTe

ctistermr 12950.5 -
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yae is dusr

Kvadraatsom
b
05
15,0
18,5

. ] oy 4 - :}, Pl d
£ 212+ 299 ce.m 4265 - 1250 =

V%l theids~, Varians,
gradeno
e .
Va3
3. ) o7

wi} in de factoren A en B en

tﬁ@ van die twes, wslke de §nteracuie worat gencend.
CWij komen hiera* a?raﬁs LErug. :

“valsrest. Desarvoor Kugtaneauﬁga hulptabellen worden
ende factor en hiet taevai

de desbetrel

¥

Factor A = ia_z:t_.‘:&: = Ct. = 1252°- 1250 = 2,0
T :
Fa@t@r B =2 2"! = < - Cto 3126295 hd ‘3250 = ?295
+ .
Rest = Interactie AR = ﬁSgO = (2,0 v 12,5) =10.,5,
Eat tweede gedeslte van de snalyse wordt aus:
" Factor. Kwadraatsom. Vrijheids- Varians
' ’ graden
A 2,0 g 2,0
B8 12:5 4 1255
Int. AR, Qaﬁ Ei G 5
Ny geosken wi] bil elk der factorsn £, B er AG de bi

en op dezslfde wiize

it

' Fa&t@‘i’n D-’:’lr, & B p&?«%ﬁq '53*27’;'1{@
A?’ ?‘ ?5 }2
Az 24 ok "R
Scw., 59 [P 100
en analycearsn deze als wolgh
Faator. Bwadraabsonm. V?ijhe%ﬁag?aaen, Varians.
CTotaal 1) 3,0 o
A 2 ]
Pa? 2 Q?; {.‘ ki
& x par. C.5 g 05
= : Y . - e o o o . bl
T} Totasl is in de kwadraafsom 29= + 259 4 oha & oL¥
, 3 :

gen combina-

gersaxt,
elesment voorkcmen.

= Qhw _w‘

Jbehoorente tops
waarin

1,0
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Hu is Ab x par = 98,5 ~ {0,585 + 2,5 15,5. Deze had ook remmt*treoks
Tunnen wordsy berckand9 maar deze a@rehﬁﬂina wordt hiler kortheldshal-
Ve wegs Laten.

heb derde desl dar analyse 1z dusi

Factor, hw'ﬂxu@ﬁgs Vriileidsgraden Verlans.
l‘)»- X "*Aﬁ.r ‘:}‘u_;: k| 005
B ow AT ?’J‘{; 5 25‘5
AB x par. 1549 3 15,5
Omona . te gusn of de factorsn A ex 3 In de proef sen belangrijk eifect
hebtben gehad en of de latervartis & ¥ © belaugrijk is geweest deelen

wili on hun wariass door die van resp. & X pary D X par en AL X pevy
S31t guotlent wordt gevoetsit zan de Aaﬁs%asellsn van Fisher i de a«s¢hel)
of aan die van Suedecor { de F-tebel). Wij gebruiken de laatste.de Fw-
tabel, ondat deze het warken met natourilike logarithmen vermijdb.

Het getal z is 1 1oz ¥, , 4us log. 2 is het halve verschil dsr logas
e K

-~y .
i lg' .o . ” -
v1thmen van de balde va?ﬂans; terwiil F het geial 1s, waarvan de LO0g.-
rZois
L bt & . -~
. Je kansdistribu&ia van z is normaal en de integrazl van de kansdiif-
ferentiaal d% = ¥ (24, ngy nzld 2.
Da voliedige ﬂnaQV~e wordth nLg

Factor. Jwsdrantsom Velihsids Variuns Fuber. F.volgens tabel voor
. aZpaden P= ,05 P= 0,01

Totaal ELYe , i

Paralliel 095 i 043 ' . ,

Behandsling 15,0 3 340 0,01 7y 26 29, &

Rest 15,5 3 8.7

A. ‘ 2,0 “ 250 4,0 161 kogz

-s‘-i- X ?du @ ﬁ:}f‘ X :}?)‘;: .

7o o 1255 i 1245 5,00 0§81 kG52

B x par. 2.5 ! 2,5

A& x B 0,5 ! 0g5 0,03 161 Lnap

AD x par. 19,9 I 15,5

1) zien dat de berekands zeKerheidstodfTiciénten verrs gehterbiij=
ven bl die welke verelscal vordsn ow van belanzriike elffecten te kuns

nan sprekenu

De ocorzsak hicrvan 13 zelegen in Jden Oep*?kia% anet van onzen BWOGE
die voor deg afzonderlljike factoeren slechts 84n vrigheidmgraud ovarl at,
terwiil de vereischte zexerheidscoefficldnten bii dergelijke kleins
monsters juist zeer hoog zigaa

Op het ecerste gezieh®t zou mea bB.¥. zan de Tactor B eenige beteeke-
nis hebben toegeksnd; de amdlyse laat zulks echbter niet toe.

B draxt de varisns ven 4 en B slechts een gemiddeld effeect over
de twes trapyen hiu arn daarox 1s het nodig nog na te gaan of er inder«
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daad geen verschil tusschen deze be*de Lrappen aapwevig is. ' -
° . i
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~zekerhel dgcaeffiﬁlent Yisrop niet WEBS o Jeza ﬁegﬁnsaraa“ catsbtaat daar»
‘door dat wii net, onze zékerhaiase@plfiaigni in. ae “staarten” dnr abnou~
male ddstribntis blt~8nt
-Wii mosten me nogide intera etie aa harf bel&nJPLkaeiG toetgeﬁh¢-;,
gpmn“ i iz het in ‘a1t geval volmgakt overbodiy daar de berel:=iy :
zeherheidsaa PPioidnt goer laav ise. fclladigheiasha7va behandelen wij
-&it toch even als veorbeeid. - »
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Aeié afbrijft. Het zijn juisn deze. iptﬁfaCﬁiE$m aie 1m de gio ogie,tlpg
‘fzeef veal Delargstelling genisten, ' ’

"Bij de uitbreiding van het santsl factgran en van,de parallellen
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